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Περίληψη

Η διπλωµατική αυτή εργασία γίνεται στο πλαίσιο του προπτυχιακού προγράµµατος σπουδών

στο Τµήµα Πληροφορικής του Ιονίου Πανεπιστηµίου. Στόχος είναι η µελέτη των Μηχανών

Turing στη Θεωρία Υπολογισµού. Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται µια εισαγωγή στη Θεωρία του

Υπολογισµού και µια ιστορική αναδροµή. Στο δεύτερο κεφάλαιο εισάγονται ορισµοί για τα

µαθηµατικά που χρησιµοποιούνται στην Επιστήµη των Υπολογιστών. Βασικός µαθηµατικός

ορισµός αποτελούν οι γλώσσες και οι ιδιότητες τους. Στο τρίτο κεφάλαιο εξετάζονται µοντέλα

υπολογισµού που σχετίζονται µε τη διαδικασία αναγνώρισης συγκεκριµένων γλωσσών ενώ

παρουσιάζεται η Θέση των Church και Turing για τον τυπικό ορισµό αυτού που σήµερα

αντιλαµβανόµαστε ως ¨µηχανιστικό υπολογισµό¨ ή αλγόριθµο. Στη συνέχεια στο τέταρτο κε-

ϕάλαιο εισάγονται οι ϐασικοί ορισµοί για τις διάφορες χρήσεις των Μηχανών Turing. Γίνεται

επίσης αναφορά σε διάφορες παραλλαγές των Μηχανών Turing, που όµως έχουν αποδει-

χθεί ότι δεν αυξάνουν τις δυνατότητες περιγραφής υπολογισµών, που διαθέτουν οι ϐασικές

Μηχανές Turing. Στο τελευταίο κεφάλαιο αποδεικνύεται ότι υπάρχουν προβλήµατα, που

δεν επιλύονται από κανένα υπολογιστικό µοντέλο. Ενώ γίνεται αναφορά στον υπολογισµό

συναρτήσεων µε οποιοδήποτε πεδίο τιµών και αναπτύσσεται µια ϑεωρία που µελετά το τι

ακριβώς υπολογίζεται και τι όχι, καθώς και ιδιότητες συναρτήσεων διαφορετικών κλάσεων,

ως προς την επιλυσιµότητά τους.
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Κεφάλαιο Αʹ

Εισαγωγή και Ιστορικά Στοιχεία

Αʹ.1 Εισαγωγή

Η Θεωρία Υπολογισµού είναι ο κλάδος της ϑεωρητικής πληροφορικής που πραγµατεύεται το

εάν και το κατά πόσο αποδοτικά είναι δυνατόν να λυθεί κάποιο πρόβληµα µε χρήση κάποιου

αλγορίθµου σ΄ ένα υπολογιστικό µοντέλο, µια αφηρηµένη µαθηµατική έννοια ορισµένη σε

αυστηρούς κανόνες. Θα µπορούσε κάποιος να χωρίσει την Θεωρία Υπολογισµού σε τρεις

µεγάλες ενότητες που προσπαθούν να απαντήσουν σε τρία µεγάλα ερωτήµατα.

Στην ερώτηση: ¨Τι είναι υπολογιστής ;¨ καλείται η Θεωρία Αυτοµάτων να ασχοληθεί µε τις

ιδιότητες µαθηµατικών µοντέλων υπολογισµού για να δώσει απάντηση. ΄Ενα αυτόµατο είναι

µια στοιχειώδης υπολογιστική µηχανή η οποία έχει τη δυνατότητα να αναγνωρίζει τυπικές

γλώσσες. Υπάρχουν πολλά διαφορετικά είδη αυτοµάτων, µε διαφορετικές υπολογιστικές

δυνατότητες. Τα αυτόµατα είναι πολύ χρήσιµα σε διάφορες περιοχές της Πληροφορικής

(µεταγλωτιστες, hardware, γλώσσες προγραµµατισµού κτλ.).

Στην ερώτηση: ¨Τι είναι και τι δεν είναι υπολογίσιµο ;¨ καλείται να δώσει απάντηση η Θεωρία

Υπολογισιµότητας, η οποία εξετάζει ποιά προβλήµατα µπορούν να επιλυθούν από υπολογι-

στή και ποιά όχι. Η Θεωρία Υπολογισιµότητας µας ϐοηθάει να καταλάβουµε ποιά είναι τα

όρια της επιστήµης µας. Στις περισσότερες επιστήµες ερευνούµε τι µπορούµε να κάνουµε

µε τους υπολογιστές, και όχι τι δεν µπορούµε. Η Θεωρία Υπολογισιµότητας µας προσφέρει

εκείνα τα µαθηµατικά εργαλεία για να αποδείξουµε ότι ένα πρόβληµα δεν είναι επιλύσιµο,

ενώ έχει πολύ στενές σχέσεις µε τη µαθηµατική Λογική, όπως µπορεί να υποψιαστεί κάποιος.

Στην ερώτηση: ¨Τι µπορεί να υπολογιστεί γρήγορα και τι όχι ;¨ καλείται να απαντήσει η Θε-

ωρία Υπολογιστικής Πολυπλοκότητας. Στη Θεωρία Πολυπλοκότητας το Ϲητούµενο είναι να

ελεγχθούν τα προβλήµατα ως ¨εύκολα¨ ή ¨δύσκολα¨. Η Θεωρία Πολυπλοκότητας συγγενεύει

στενά µε τη Θεωρία Υπολογιστιµότητας έτσι ϕαίνεται αναγκαίο να σηµειώσουµε ότι το Ϲητού-

µενο για την Θεωρία Υπολογισιµότητας είναι ο έλεγχος των προβληµάτων ως ¨επιλύσιµων¨ ή

¨µη επιλύσιµων¨. Να τονίσουµε ότι υπάρχουν προβλήµατα για τα οποία δεν έχει καταφέρει

κανείς να ϐρεί αποτελεσµατικό αλγόριθµο επίλυσης.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Αʹ. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΚΑΙ ΙΣΤΟΡΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ 2

Συνοψίζοντας τις προαναφερθέντες ερωτήσεις ϑα µπορούσαµε να ϑέσουµε µια ερώτηση που

η Θεωρία Υπολογισµού ϑα πρέπει να δύναται να υπολογίσει : ¨Ποιές είναι οι δυνατότητες και

ποιοί οι περιορισοί της έννοιας του υπολογιστή ;¨

Οι επιστήµονες αξιοποιούν διάφορες διατυπώσεις υπολογιστικών µοντέλων, αλλά συνηθέ-

στερη είναι η µηχανή Τούρινγκ. µπορεί κανείς να ϑεωρήσει τη µηχανή Τούρινγκ σαν έναν

προσωπικό υπολογιστή µε άπειρη µνήµη, αν και η µνήµη αυτή είναι προσβάσιµη µόνο κατά

µικρά διακριτά τµήµατα. Οι επιστήµονες υπολογιστών µελετούν τη µηχανή Turing γιατί έχει

απλή µαθηµατική διατύπωση και µπορούν να την αναλύσουν, να την χρησιµοποιήσουν σε

αποδείξεις, ενώ κατά πολλούς αντιπροσωπεύει το ισχυρότερο εφικτό µοντέλο υπολογισµού.

Αυτό σηµαίνει ότι ένα πρόβληµα µπορεί να λυθεί αλγοριθµικά αν και µόνο αν υπάρχει µη-

χανή Τούρινγκ που το επιλύει. Αν και η άπειρη µνήµη µπορεί να ϑεωρηθεί ανέφικτη, στην

πραγµατικότητα κάθε πρόβληµα που λύνει η µηχανή Τούρινγκ χρειάζεται πάντα πεπερασµέ-

νη µνήµη, άρα κάθε πρόβληµα που µπορεί να λυθεί από µια µηχανή Τούρινγκ ϑα µπορούσε

να λυθεί από έναν προσωπικό υπολογιστή µε επαρκή µνήµη.

Αʹ.2 Ιστορικά Στοιχεία

Η µελέτη µιας επιστηµονικής/ µαθηµατικής (και όχι µόνον) περιοχής, ϐοηθά στην κατανόη-

ση της ιστορίας της, ισχύει όµως και το αντίστροφο: η ιστορία µιας περιοχής ϕωτίζει και την

ίδια. Η ιστορία της ϑεωρίας του υπολογισµού όµως δεν έχει γραφεί ακόµα. Η σχετική διε-

ϑνής ϐιβλιογραφία σε αυτό το ϑέµα είναι ακόµα αποσπασµατική, ίσως ακόµα και ϱηχή. ∆εν

έχουµε λοιπόν να προσφέρουµε µια καλή σύνοψη του τί συνέβη και ϕτάσαµε να έχουµε µια

ϑεωρία (και µια τεχνολογία, πια) του υπολογισµού. Αντ΄ αυτού ϑα απαριθµήσουµε µια σειρά

επεισοδίων σχετικά µε αυτή την εξέλιξη, µέσω µιας σειράς από εξέχουσες προσωπικότητες.

΄Ηδη από την αρχαιότητα είχε επισηµανθεί ότι υπάρχουν λογικοί κανόνες, και ότι ϐάσει

αυτών µπορεί και πρέπει να ασκούνται τα µαθηµατικά. Είχε ήδη επισηµανθεί η πρακτική

και όχι µόνον, αξία των κατασκευαστικών µεθόδων, τις οποίες ο αρχαίος κόσµος σεβόταν

πολύ και διαρκώς επεδίωκε.

Ο Αριστοτέλης, ο Σταγειρίτης (384−332)π.Χ., µεταξύ αναρίθµητων συνεισφορών του, έγραψε

και ένα εγχειρίδιο για την λογική. Κινούταν στο επίπεδο του ¨προτασιακού λογισµού¨, και

όπως ο ίδιος έλεγε : περί της συµπερασµατικής λογικής δεν εγνώριζε καµµία προηγούµενη

πηγή (αν και κάποιοι είχαν, προηγουµένως ασχοληθεί µε τους κανόνες όχι της σκέψης αλλά

της γλώσσας, και είχαν µιλήσει για το ¨συντακτικό¨ της). Η ¨Αριστοτελική Λογική¨ έµελε να

παραµείνει σε εκείνο το αρχικό επίπεδο για πάνω από 2000 χρόνια.

Γύρω στα 300 π.Χ. −200 µ.Χ., ΄Ελληνες και όχι µόνο, η σχολή των Στωικών είχε την δική της

εκδοχή για την ¨λογική¨, η οποία έδινε ϑεµελιώδη έµφαση στη σχέση ¨συνεπάγεται¨( p→ q,

αν και τότε δεν χρησιµοποιούσαν αυτόν τον συµβολισµό). Η εκδοχή τους νόµιζαν ότι διέφερε

από εκείνη του Αριστοτέλη, αυτό όµως συνέβαινε µόνον επιφανειακά.

Ο Ευκλείδης, ο Αλεξανδρινός, στην Εποχή του Πτολεµαίου (323−283) π.Χ., ήταν έφορος της
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ϐιβλιοθήκης της Αλεξανδρείας, και κατά γενική οµολογία ο κρισιµότερος µαθηµατικός όλων

των εποχών. µε τα ¨Στοιχεία¨ του όχι µόνο ϑεµελίωσε την γεωµετρία, αλλά και την ίδια την

µαθηµατική µέθοδο: σαφείς ορισµοί και ακριβείς αποδείξεις. Τα ¨Στοιχεία¨ περιλαµβάνουν

και τον περίφηµο ¨αλγόριθµο του Ευκλείδη¨ (για την εύρεση του µέγιστου κοινού διαιρέτη),

έναν από τους πρώτους ϱητά διατυπωµένους αλγορίθµους (µαζί µε την απόδειξη ότι είναι

σωστός !)- αν και ούτε εκείνη την εποχή τον έβλεπαν ως αλγόριθµο, ούτε και ποτέ (προ 20ου

αιώνα) τον ονόµαζαν έτσι.

Κατά την µεσαιωνική Περίοδο, αν και οι ϕιλόσοφοι και οι µαθηµατικοί διαπίστωναν προ-

ϐλήµατα και ελλείψεις στα διαθέσιµα εργαλεία της λογικής, δεν πέτυχαν καµµία ουσιώδη

συνεισφορά. ΄Ετσι η κατάσταση στο χώρο της λογικής και των κατασκευαστικών µαθηµα-

τικών παρέµεινε στάσιµη όσο αναφορά την κατανόηση των σχετικών εννοιών για εξαιρετικά

µακρύ χρονικό διάστηµα.

Κατά τον 19ο αιώνα η µελέτη της λογικής επανήλθε µε µαθηµατικά πια εργαλεία, και έ-

γιναν νέα καίρια, ιστορικού επιπέδου ϐήµατα. Η αξιωµατική και αποδεικτική µέθοδος του

Ευκλείδη επανισχυροποιήθηκε και έγινε αποδεκτό ότι η απόδειξη όχι µόνον είναι µια ¨µηχα-

νική¨ διαδικασία, αλλά καλύτερα που είναι τέτοια, διότι µόνον έτσι εξασφαλίζεται το αλάθητο

και η ϐεβαιώτητα για την ορθότητα της συλλογιστικής διαδικασίας (και άρα και των όποιων

συµπερασµάτων).

Το 1847 ο Βρεττανός George Boole (1815 − 1864), µε το ϐιβλίο του The laws of thought

επανέφερε το ϑέµα της λογικής, ακριβέστερα του προτασιακού λογικσµού, έδειξε την ενό-

τητα των απόψεων του Αριστοτέλη και των Στωικών, και έδειξε τις δυνατότητες αλγεβρικού

χειρισµού της λογικής. Η λογική δεν ήταν πια µόνον όργανο των µαθηµατικών, αλλά και

αντικείµενο των µαθηµατικών.

Το 1879 µια ϕυσιογνωµία κλειδί, ο Γερµανός Gottlob Frege (1848 − 1925) µε το ϐιβλίο

του ¨Εννοιογραφία¨ επεξέτεινε ϱητά και συνειδητά- επί τέλους- την προτασιακή λογική,

περιγράφοντας τον κατηγορηµατικό λογισµό, εισάγοντας τους λογικούς ποσοδείκτες (∀ και

∃), και δείχνοντας το πώς οι αποδείξεις µπορούν να γίνουν µέσω συµβολικών κατ΄ ουσίαν

χειρισµών. Ο κατηγορηµατικός λογισµός είναι σχεδόν αποκλειστικά το σύστηµα λογικής

που χρησιµοποιούµε τώρα στα µαθηµατικά. Το 1893 (Ι τόµος) και 1903 (ΙΙ τόµος) µε το ϐιβλίο

του Βασικοί νόµοι της αριθµητικής προσπάθησε να ϑεµελιώσει τους ϕυσικούς αριθµούς επί

της λογικής. µια κρίσιµη λογική αδυναµία στο ΙΙ τόµο, άναψε την ϕωτιά της αναζήτησης

επαρκώς ευσταθών ϑεµελίων για τα µαθηµατικά, και οδήγησε στην συστηµική ανάλυση της

µεθόδου των ¨αποδείξεων¨ και στη συνέχεια των ϋπολογισµών¨.

Το 1889 ο Ιταλός Giuseppe Peano (1858 − 1932), δηµοσίευσε ένα συλλεκτικό έργο (µε

εργασίες από το 1860) επί της ¨αξιωµατικής ϑεµελίωσης¨ των ϕυσικών αριθµών, για να δείξει

ότι λίγες αρχικές παραδοχές αρκούν για να εξαχθεί αποδεικτικά όλη η ϑεωρία των αριθµών.

Τα σχετικά αξιώµατα καλούνται ακόµα ¨αξιώµατα του Peano¨.

Επιφανείς µαθηµατικοί, όπως οι Russel και Hilbert, καταθέτουν όλη τους την εµπιστοσύνη

στις ¨πεπερασµένες¨ αξιωµατικές και αποδεικτικές µεθόδους, και κηρύσσουν ως πρόγραµµα
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των µαθηµατικών την εύρεση µιας µεθόδου, για την διάγνωση της αλήθειας ή όχι, οποιου-

δήποτε µαθηµατικού ισχυρισµού. ∆ιαπιστώθηκε γρήγορα, όµως, ότι η ορθή χρήση των

λογικών- αποδεικτικών εργαλείων όχι µόνον δεν είναι προφανής, αλλά ότι ακόµα και αυτά

υπόκεινται σε σοβαρούς περιορισµούς.

Το 1900 ο Βρεττανός Bertrand Russel (1872− 1970), επεσήµανε το ¨παράδοξο του Russel¨,

µια καίρια αντίφαση στο υπό δηµοσίευση έργο του Frege. Ο ίδιος εργάστηκε επί µακρά

σειρά ετών στην ¨αξιωµατική ϑεµελίωση¨ των µαθηµατικών, εµπεδώνοντας ότι ο λογισµός

του Frege ήταν όντως, µε σωστή χρήση, το κατάλληλο εργαλείο.

Ο Γερµανός David Hilbert (1862 − 1943) ήταν µια εµβληµατική ϕυσιογνωµία των µαθη-

µατικών του 20ου αιώνα. ΄Οχι µόνον έκανε πολλά και ϐαθειά µαθηµατικά, αλλά έκανε τα

ίδια µαθηµατικά του 20ου αιώνα, προσδιορίζοντας τόσο τα µείζονα προβλήµατά τους, αλλά

και τις µεθόδους τους. Ο ίδιος ϐάθυνε και στερέωσε την χρήση της ευκλείδιας αξιωµατικής

µεθόδου. Το σηµείο κλειδί όσον αφορά στην ιστορία του υπολογισµού είναι ότι τις 10ετίες

1900− 1920 υποστήριζε ϑερµά την ¨πεπερασµένη¨ εκδοχή των µαθηµατικών εργαλείων, ότι

δηλαδή µε πεπερασµένες και διακριτές λογικές µεθόδους µπορούµε και ϑα είµαστε σε ϑέση

να κρίνουµε την αλήθεια ή το ψεύδος κάθε δυνατής µαθηµατικής πρότασης. Ως προς αυτό,

διαψεύστηκε από έναν µαθητή του, τον K. Godel.

Ο Αυστριακός Kurt Godel (1906−1978), εργάστηκε στη λογική και έδωσε τα ϑεωρήµατα της

¨πληρότητας¨ (του κατηγορηµατικού λογισµού a-la Frege), και της ¨µη-πληρότητας¨ (της

αριθµητικής, στην διδακτορική του διατριβή το 1931). Το 2ο ϑεωρείται το πιο ¨shocking¨

ϑεώρηµα του 20ου αιώνα, αν όχι όλων των µαθηµατικών µέχρι τώρα. Το ϑεώρηµα αυτό λέει

ότι η αριθµοθεωρία περιέχει προτάσεις που είναι µεν αληθινές, αλλά δεν µπορούµε να τις

αποδείξουµε (µε κανένα ¨εύλογο¨ σύστηµα αξιωµάτων). ΄Εδειξε λοιπόν µε αυτόν τον τρόπο

ότι η αξιωµατική- αποδεικτική µέθοδος έχει κάποιου είδους όρια, και εποµένως έθετε το

Ϲωτικό και επείγον Ϲήτηµα, του ποιά είναι αυτά.

Τέλος, προκειµένου να διαπιστωθεί µε τον πιο σαφή και τελεσίδικο τρόπο τί είδους κατα-

σκευαστικές διαδικασίες έχουµε στην διάθεσή µας, και τί είδους χειρισµούς είµαστε σε ϑέση

να κάνουµε ¨µηχανικά¨, ο Turing καταλήγει στις οµώνυµες µηχανές. Ακολουθούν και άλ-

λοι, την ίδια εποχή οι Kleene, Church, Markov, Neuman, οι οποίοι διευκρινίζουν το ϑέµα

των ¨µηχανών¨, της ϋπολογισιµότητας¨, των ¨προγραµµάτων¨ κοκ., ανοίγουν εφεξής το πεδίο

της κατασκευής υπολογιστικών συσκευών.

Ο Βρεττανός Alan Turing (1912 − 1954) ϑεωρείται ο ¨πατέρας¨ της ϑεωρίας υπολογισµού.

µετά το ϑεώρηµα µη-πληρότητας του Godel ένιωσε το εξής ερώτηµα:¨ΟΚ - οι αποδείξεις

έχουν όρια, αλλά µήπως άλλοι συµβολικοί χειρισµοί είναι σε ϑέση να τα καταφέρουν κα-

λύτερα·¨. Για την απάντησή του έπρεπε να εξετάσει τον ισχυρότερο κατά το δυνατόν τύπο

µηχανής ικανής για συµβολικούς χειρισµούς- την λεγόµενη πλέον µηχανή Turing (1936).

Ο Turing εξήγησε γιατί αυτός ο τύπος µηχανής που εισηγήθηκε είναι ο ισχυρότερος στον

οποίο µπορούµε να ελπίζουµε, αλλά ότι ακόµα και αυτός δεν είναι σε ϑέση να επιλύσει όλα

τα προβλήµατα που ϑα ϑέλαµε να λύσουµε ¨αλγοριθµικά¨. Κατά την διάρκεια του πολέµου
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εργάστηκε σε ένα είδος υπολογιστή, εξειδικευµένου στην επίλυση κρυπταναλυτικών προβλη-

µάτων. ∆εν ήταν ακριβώς ένας υπολογιστής όπως τον ϑέλουµε τώρα, αλλά ήταν αρκετός για

να δείξει ότι ο υπολογισµός ήταν -µεταξύ άλλων- και ένα όπλο.

΄Ενας εξαιρετικά ευφυής µαθηµατικός, ο οποίος δεν άφησε κλάδο στον οποίο να µην προ-

σφέρει κατά καίριο τρόπο: ανάλυση, άλγεβρα, κβαντική ϕυσική, ϑεωρία παιγνίων, ϑεω-

ϱία υπολογισµού κα., ήταν ο Ούγγρος, και τελικά πολίτης των ΗΠΑ, John von Neuman

(1903 − 1957). Αµέσως µετά τον 2ο παγκόσµιο πόλεµο, το 1945, ενεπλάκη στην οµάδα των

ΗΠΑ για την κατασκευή του πρώτου ¨γνήσιου¨ υπολογιστή. Εκεί πρότεινε την υπολογιστική

αρχιτεκτονική που ϕέρει το όνοµά του, δηλαδή, της συσκευής µε µία µνήµη, τόσο για το

¨πρόγραµµα¨ όσο και για τα ¨δεδοµένα¨. Εν πολλοίς, αυτή την αρχιτεκτονική χρησιµοποιού-

µε ακόµα.

µια προσωπικότητα όχι των µαθηµατικών ααλλά και της διεθνούς σκηνής, ο εν Ϲωή Αµερικα-

νός Noam Chomsky (1928), έγραψε πολλά για τις ¨τυπικές γλώσσες¨ την 10−ετία ′50−′ 60.

Η µορφή αυτού του µαθήµατος οφείλεται σε δικές τους συνεισφορές, λόγου χάρη στη χαρα-

κτηριστική εργασία ¨Three models for the description of a lanjuage¨,1956.

Στη δεκαετία του 1960 τα ηνία της ϑεωρίας υπολογισµού ανέλαβε ένας κλάδος αυτής, η

¨θεωρία πολυπλοκότητας¨, η οποία δεν ενδιαφέρεται µόνον για το ποιά προβλήµατα λύνονται

υπολογιστικά, αλλά κυρίως για το πόσο γρήγορα ή οικονοµικά αυτό επιτυγχάνεται.



Κεφάλαιο Βʹ

Εισαγωγή στα Μαθηματικά των

Υπολογιστών

Θεµελιώδη σηµασία σε κάθε υπολογισµό έχει η αναπαράσταση της πληροφορίας που επεξερ-

γαζόµαστε. Στην καθηµερινή Ϲώη, η πληροφορία που επικοινωνούµε και επεξεργαζόµαστε

διατυπώνεται σε µία ϕυσική γλώσσα, όπως είναι τα Ελληνικά. Κάθε τέτοια ϕυσική γλώσσα

στηρίζεται σ΄ ένα πεπερασµένο σύνολο ϐασικών ϕωνολογικών ενοτήτων για το σχηµατισµό

των λέξεων και προτάσεων. Οι λέξεις ορίζονται ως πεπερασµένες ακολουθίες τέτοιων ϕωνο-

λογικών ενοτήτων (συλλαβές) και οι προτάσεις σχηµατίζονται ως πεπερασµένες ακολουθίες

λέξεων. Στο γραπτό λόγο, κάθε ϕυσική γλώσσα χρησιµοποιεί ένα πεπερασµένο σύνολο συµ-

ϐόλων και λέξεις γράφονται ως πεπερασµένες ακολουθίες αυτών.

Αντίσοιχες προσεγγίσεις έχουν αναπτυχθεί για την αναπαράσταση στοιχεείων άλλων συνό-

λων. Για παράδειγµα, ένας ϕυσικός αριθµός αναπαριστάται ως πεπερασµένη ακολουθία

ψηφίων του δεκαδικού συστήµατος αρίθµησης. Οι υπολογισµοί, όπως και οι ϕυσικές γλώσ-

σες, επεξεργάζονται πληροφορίες, που µπορεί να περιλαµβάνουν ακέραιους, γραφήµατα,

προγράµµατα ή άλλες οντότητες, που σε όλες τις περιπτώσεις ϑα πρέπει να αναπαριστώνται

σε µία γενική µορφή. Στην πραγµατικότητα οι υπολογισµοί τελικά επεξεργάζονται συµβο-

λοσειρές, που αναπαριστούν τα αντικείµενα που περιλαµβάνει η πληροφορία.

Στη Θεωρία Υπολογισµού, κάθε σσυµβολοσειρά εκφράζει έναν υπολογισµό, δηλαδή την εκτέ-

λεση µιας µηχανής, όπως η µηχανή του Turing. Αυτό ισχύει, επειδή κάθε τυπικά ορισµένη

µηχανή ή µοντέλο υπολογισµού εκτελεί υπολογισµούς, που εξαρτώνται από το πρόγραµµα,

που ϕορτώνεται και από την είσοδο που δέχεται µέσω µιας ¨ταινίας εισόδου¨. Στα περισσό-

τερα συστήµατα αρκεί να εξετάσουµε υπολογισµούς µε πεπερασµένες συµβολοσειρές. ΄Απει-

ϱες σε µήκος συµβολοσειρές χρησιµοποιούνται στη µελέτη υπολογισµών αλληλεπιδραστικών

συστηµάτων (reactive systems), όπως είναι τα λειτουργικά συστήµατα, που υποτίθεται ότι

εκτελούνται- τουλάχιστο σε αντιληπτικό και µαθηµατικό επίπεδο- για πάντα. Τέτοιου είδους

συµπεριφορές τελικά δε µπορούν να µοντελοποιηθούν σ΄ ένα υψηλό επίπεδο χρησιµοποιώ-

ντας αποκλειστικά συµβολοσειρές πεπερασµένου µήκους.

6



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Βʹ. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΤΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ 7

Η µελέτη των συµβολοσειρών και των γλωσσών είναι σηµαντική για τη ϑεωρία της Επιστή-

µης των Υπολογιστών. µετρώντας τους χρόνους εκτέλεσης ή τις απαιτήσεις αποθήκευσης

των προγραµµάτων ως προς τα µήκη των συµβολοσειρών εισόδου τους, µπορούµε να χαρα-

κτηρίσουµε την πολυπλοκότητά τους σε υπολογιστικό χρόνο και χώρο. µελετώντας πρότυπα

που ακολουθούνται από σύνολα συµβολοσειρών, µπορούµε να ταξινοµήσουµε το ϐαθµό στον

οποίο επιλύονται τα διάφορα προβλήµατα.

΄Ετσι στο πρώτο ϐασικό κεφάλαιο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας επικεντρωνόµασε

στον τυπικό ορισµό των γλωσσών που χρησιµοποιούµε στην Επιστήµη των Υπολογιστών και

των ιδιοτήτων τους.

Οι εξής ορολογία και έννοιες ϑα είναι τα πρώτα ϑεµέλια της ϑεωρίας µας.

Βʹ.1 Σύνολα και Σχέσεις

Ορισµός Βʹ.1.1. Σύνολο είναι µια συλλογή καλώς καθορισµένων και διακριτών αντικειµένων,

που αποτελούν τα µέλη (ή στοιχεία) του.

Η αναπαράσταση των συνόλων γίνεται απαριθµώντας τα µέλη τους µέσα σε άγκιστρα. Ση-

µειώνουµε ότι αν το z είναι µέλος του συνόλου L, τότε γράφουµε z ∈ L, ενώ αν δεν είναι

γράφουµε z /∈ L.

Συχνά δε γίνεται να ορίσουµε ένα σύνολο µε παράθεση των στοιχείων του, ακόµη και όταν αυ-

τά είναι πεπερασµένα. Παράδειγµα αποτελεί ένα σύνολο µε άπειρα στοιχείων, αυτό των ϕυ-

σικών αριθµώνN = {0, 1, 2, ...}. ΄Ετσι εναλλακτικά τα σύνολα αναπαριστώνται µε αναφορά σε

άλλα σύνολα και στις ιδιότητες που έχουν ή όχι τα µέληB = {x : x ∈ A καιx έχει την ιδιότηταP}.
Για παράδειγµα το σύνολο των ϕυσικών αριθµών µπορεί να αναπαρασταθεί ως :

N = {x : τοx είναι ϕυσικός αριθµός} (Βʹ.1)

Τονίζουµε ότι ένα σύνολο περιέχει µόνο διακριτά αντικείµενα, δεν επιτρέπονται δηλαδή επα-

ναλήψεις των στοιχείων του. Επίσης η διάταξη των µελών δεν παίζει κανένα ϱόλο. Ο ορισµός

του συνόλου δεν αποκλείει την περίπτωση ύπαρξης ενός συνόλου χωρίς καθόλου στοιχεία,

ένα τέτοιο σύνολο αποτελεί το κενό σύνολο {} ή �.

Ορισµός Βʹ.1.2. ΄Ενα σύνολο A είναι υποσύνολο ενός συνόλου B αν κάθε στοιχείο του A

είναι και στοιχείο του B.

{G,B} ⊆ {R,B,G} (Βʹ.2)

Φυσικά το κενό σύνολο ϑα είναι υποσύνολο κάθε συνόλου, ενώ κάθε σύνολο ϑα είναι υπο-

σύνολο του εαυτού του. Το σύνολο A είναι κανονικό (γνήσιο) υποσύνολο του B, (A ⊂ B),

αν είναι υποσύνολο του B αλλά όχι ίσο µε αυτό.

∆ύο σύνολα A και B είναι ίσα, αν και µόνο αν (A ⊆ B) και (B ⊆ A).
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Ορισµός Βʹ.1.3. Το συµπλήρωµα A′ ενός συνόλου A αποτελείται από όλα εκείνα τα στοιχεία

που δεν ανήκουν στο A.

A′ = {x ∈ U |x /∈ A} (Βʹ.3)

Ορισµός Βʹ.1.4. Για οποιαδήποτε δύο σύνολα A,B µπορούµε να σχηµατίσουµε την ένωση

τους A ∪B ή την τοµή τους A ∩B, µε τις σχέσεις

A ∪B = {x|x ∈ A ήx ∈ B} (Βʹ.4)

A ∪B = {x|x ∈ A καιx ∈ B} (Βʹ.5)

(Βʹ.6)

Είναι δυνατό να σχηµατίσουµε την ένωση και την τοµή περισσοτέρων από δύο συνόλων. Για

A1, A2, . . . σύνολα τότε η ένωση και η τοµή των συνόλων αυτών είναι αντίστοιχα:⋃
i

Ai = {x|x ∈ Ai για τουλάχιστον ένα i ≥ 1}

N⋂
i=1

Ai = {x|x ∈ Ai για κάθε 1 ≤ i ≤ N}

Ορισµός Βʹ.1.5. Η διαφορά δύο συνόλων A,B είναι το σύνολο των στοιχείων του A που δεν

ανήκουν στο B

A−B = A ∩B′ = {x|x ∈ A καιx /∈ B} (Βʹ.7)

Φυσικά για τον πλήρη ορισµό των συνόλων απαραίτητο είναι να σηµειώσουµε τους νόµους

που διέπουν τα συνόλα.

Αντιµεταθετικότητα A ∪B = B ∪A
A ∩B = B ∩A

Προσεταιριστικότητα (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪A)

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩A)

Επιµεριστικότητα A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ C)

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ C)

Νόµοι De Morgan (A ∪B)′ = A′ ∩B′

(A ∩B)′ = A′ ∪B′

Συµπλήρωµα και κενό σύνολο (A′)′ = A,A ∩A′ = �, A ∪A′ = U

A ∪ � = A,A ∩ � = �

Ορισµός Βʹ.1.6. Για κάθε σύνολο A, το σύνολο όλων των δυνατών υποσυνόλων του A συµ-

ϐολίζεται µε 2A ή P(A) και ονοµάζεται δυναµοσύνολο του A.

Ορισµός Βʹ.1.7. Το καρτεσιανό γινόµενο δύο συνόλωνA,B αποτελείται από όλα τα διατεταγ-

µένα Ϲεύγη της µορφής (a, b), όπου a ∈ A και b ∈ B, και συµβολίζεται µε A×B. ∆ιατεταγµένο

Ϲεύγος σηµαίνει ότι το (a, b) είναι διαφορετικό από το (b, a).



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Βʹ. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΤΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ 9

Βʹ.2 Συναρτήσεις και Σχέσεις

µαζί µε τα σύνολα οι συναρτήσεις αποτελούν µερικά από τα σπουδαιότερα µαθηµατικά

αντικείµενα.

Ορισµός Βʹ.2.1. µια εµπησυνάρτηση f από το σύνολο A στο σύνολο B είναι ένας κανόνας

που αντιστοιχεί σε κάθε στοιχείο του συνόλου A ένα µοναδικό στοιχείο του συνόλου B

f : A→ B (Βʹ.8)

Το σύνολο A λέγεται πεδίο ορισµού της f . Αν a ∈ A, τότε το f(a) είναι το µοναδικό στοιχείο

του B που αντιστοιχεί στο a και λέγεται εικόνα του a.

Για µια συνάρτηση από το A στο B, µε τα στοιχεία x να ανήκουν στο A και τα στοιχεία y να

ανήκουν στο B, το πεδίο τιµών της συνάρτησης f είναι το σύνολο των εικόνων της f .

Ορισµός Βʹ.2.2. µια συνάρτηση f : A → B είναι ένα προς ένα ή 1 − 1, αν για κάθε δύο

διαφορετικά a, a′ ∈ A ισχύει f(a) 6= f(a′).

Ορισµός Βʹ.2.3. µια συνάρτηση f : A → B είναι επί, αν για κάθε στοιχείο του B είναι η

εικόνα κάποιου στοιχείου του A.

Ορισµός Βʹ.2.4. µια συνάρτηση f : A→ B ϑα λέγεται αντιστοιχία, αν είναι ένα προς ένα και

επί.

Ορισµός Βʹ.2.5. Η αντίστροφη συνάρτηση της f είναι η f−1 και έχει τις εξής ιδιότητες

για κάθεx ∈ A, f−1 (f(x)) = x

για κάθε y ∈ B, f
(
f−1(y)

)
= y

Ορισµός Βʹ.2.6. Αν f : A → B και g : B → C τότε f(x) ∈ B και τότε έχουµε τη σύνθεση

δύο συναρτήσεων g (f(x)) ή g ◦ f . Το πεδίο τιµών της f είναι υποσύνολο του B και η g (f(x))

παίρνει τιµές στο σύνολο C. Η σύνθεση των συναρτήσεων είναι η h : A→ C.

Ξεκάθαρα οι συναρτήσεις συσχετίζουν στοιχεία ενός συνόλου µε στοιχεία κάποιου άλλου

συνόλου.µπορούµε να αντισοιχίσουµε σε κάθε στοιχείο του A πολλά ή κανένα στοιχείο του

B, και σε κάθε στοιχείο του B πολλά ή κανένα στοιχεία του A. µια τέτοια αντιστοίχιση ίσως

να µην είναι πια συνάρτηση. Αν το Ϲεύγος (x, y) ανήκει στο υποσύνολο A × B, τότε το x

¨σχετίζεται¨ µε το y. ΄Ενα τέτοιο υποσύνολο R αποτελεί τη σχέση από το A στο B και για ένα

Ϲεύγος (x, y) µπορούµε να γράφουµε xRy αντί για (x, y) ∈ R.

Ορίζουµε στο σηµείο αυτό µερικά ϐασικά είδη σχέσεων. ΄Εστω µία σχέση R ⊆ A×A

• Ανακλαστική. Η R λέγεται ανακλαστική, αν κάθε στοιχείο σχετίζεται µε τον εαυτό του,

δηλαδή για κάθε x ∈ A, xRx.
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• Συµµετρική. Η R είναι συµµετρική, αν για κάθε x και y στο A για τα οποία xRy, τότε

επίσης yRx.

• Αντισυµµετρική. Η R λέγεται αντισυµµετρική, αν µόνο ένα εκ των δύο Ϲευγών (x, y)

και (y, z) µπορεί να ανήκει στην R, δηλαδή αν xRy και x 6= y, τότε δεν µπορεί να

ισχύει yRx.

• Μεταβατική. Η R λέγεται µεταβατική, αν για κάθε x, y, z στο A για τα οποία xRy και

yRz, τότε επίσης xRz.

• Σχέση Ισοδυναµίας. Η R λέγεται σχέση ισοδυναµίας αν είναι ανακλαστική, συµµετρική

και µεταβατική.

΄Εστω ότι έχουµε µια σχέση ισοδυναµίας R ⊆ A × A. Αν x είναι ένα στοιχείο του A,

δηλώνουµε µε [x]R την κλάση ισοδυναµίας που περιέχει το x, δηλαδή το σύνολο

[x]R] = {a ∈ A|aRx} (Βʹ.9)

όλων των στοιχείων a που σχετίζονται µε το x. Οι κλάσεις ισοδυναµίας µιας σχέσης R

σχηµατίζουν µια διαµέριση του A, δηλαδή µία συλλογή από υποσύνολα του A ώστε :

1. κανένα υποσύνολο δεν είναι ίσο µε το κενό σύνολο �

2. τα υποσύνολα δεν έχουν κοινά στοιχεία µεταξύ τους

3. η ένωσή τους περιέχει όλα τα στοιχεία του A.

Βʹ.3 Μαθηµατική Λογική

Η διαδικασία της απόδειξης έχει ως εξής : πρώτα διατυπώνουµε αυτό που ϑέλουµε να δεί-

ξουµε και στη συνέχεια µε λογικά επιχειρήµατα αποδεικνύουµε την αλήθεια (ή οχι) του

ισχυρισµού µας.

Τα ϐασικά αντικείµενα στη λογική είναι οι ισχυρισµοί που παίρνουν κάποια τιµή αληθείας,

µπορούν δηλαδή να είναι αληθείς ή ψευδείς αλλά όχι και τα δύο. Το σύνολο των τιµών που

καθιστούν έναν ισχυρισµό αληθή είναι το σύνολο αληθείας.

Αν p και q είναι δύο ισχυρισµοί, τότε ο p συνεπάγεται τον q (p ⇒ q), αν η αλήθεια του q

προκύπτει από την αλήθεια του p. ∆ύο ισχυρισµοί p και q είναι λογικά ισοδύναµοι (p ⇔ q)

αν ο καθένας συνεπάγεται τον άλλον.

Οι σύνδεσµοι και και ή σχηµατίζουν σύνθετους ισχυρισµούς. Ο σύνθετος ισχυρισµός p ∧ q
είναι αληθής, αν και µόνο αν και ο p και ο q είναι αληθείς. Ο σύνθετος ισχυρισµός p ∨ q
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είναι αληθής, αν ένας τουλάχιστον από τους p και q είναι αληθής.

Η χρήση του όχι αντιστρέφει την τιµή αληθείας ενός ισχυρισµού. Ο ισχυρισµός ¬p (ή p̄) είναι

αληθής, αν και µόνο αν ο p είναι ψευδής.

΄Ενας άλλος σύνδεσµος είναι ο → τέτοιος ώστε µε p → q να συµβολίζουµε την έκφραση ¨αν

p, τότε q¨. Ο p→ q είναι αληθής, αν και µόνο αν ο p είναι ψευδής ή ο q είναι αληθής. Στην

ουσία διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

1. ΄Εστω ότι ο p είναι αληθής. Τότε για να είναι ο p→ q πρέπει και ο q να είναι αληθής.

2. ΄Εστω ότι ο p είναι ψευδής. Τότε ο p→ q είναι αληθής άσχετα από την τιµή του p.

΄Αλλος ένας σηµαντικός ισχυρισµός είναι ο p ↔ q που διαβάζεται ¨ p αν και µόνο αν q¨. Για

να είναι ο ισχυρισµός αυτός αληθής, τα p, q πρέπει να είναι και τα δύο αληθή ή και τα δύο

ψευδή.

Κάποιος µπορεί να ϐρεί την αλήθεια µιας πρότασης της µορφής p → q πέφτοντας σε αντί-

ϕαση, να υποθέσει δηλαδή ότι δεν ισχύει το q, ενώ ισχύει το p, και να καταλήξει σε κάποια

ασυνέπεια.

΄Ενας άλλος τρόπος απόδειξης ισχυρισµών της µορφής p → q είναι η άµεση απόδειξη, όπου

υποθέτουµε ότι το p είναι αληθές και δείχνουµε χρησιµοποιώντας αυτήν την υπόθεση ότι και

το q είναι αληθές.

Στην έµµεση απόδειξη που χρησιµοποιεί το γεγονός ότι το p→ q είναι λογικά ισοδύναµο µε

το ¬q → ¬p. Η ισοδυναµία προκύπτει ως εξής :

p→ q ⇔ ¬p ∨ q ορισµός →
⇔ q ∨ ¬p αντιµεταθετικότητα

⇔ ¬(¬p) ∨ ¬q διπλή χρήση της άρνησης¬
⇔ ¬q → ¬p ορισµός →

Βʹ.4 Συµβολοσειρές

Ορισµός Βʹ.4.1. Αλφάβητο Σ είναι κάθε πεπερασµένο µη κενό σύνολο συµβόλων ή γραµµά-

των

Σ = {σ1, σ2, . . . , σν} (Βʹ.10)

Χρησιµοποιούµε το αλφάβητο για την παράσταση των οποιονδήποτε πληροφοριών, ή την

περιγραφή των οποιονδήποτε αντικειµένων, σκοπεύουµε να χειριστούµε υπολογιστικά. Τα

συνηθισµένα γράµµατα, τα αριθµητικά ψηφία και µερικά σηµεία στίξης είναι υπεραρκετά
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για µια ϕυσική παράσταση οποιασδήποτε πληροφορίας. Θεωρητικά για παράδειγµα στα

ολοκληρωµένα κυκλώµατα ένα δυαδικό αλφάβητο δύο συµβόλων, ”0” και ”1”, είναι επαρκές.

Ορισµός Βʹ.4.2. Συµβολοσειρά (string) ή αλλιώς λέξη λ ενός αλφαβήτου Σ είναι µια πεπε-

ϱασµένη ακολουθία συµβόλων του Σ.

λ = σ1σ2 . . . σν , σκ ∈ Σ , κ = 1, . . . , ν (Βʹ.11)

Το ν είναι το µήκος της λέξης και το συµβολίζουµε µε |λ| και αποτελεί τον αριθµό των συµβόλων

της συµβολοσειράς. Επιτρέπεται η τιµή ν = 0 στην οποία περίπτωση ϑεωρούµε ότι η λέξη

µας είναι κενή και συµβολίζεται µε το σύµβολο ε ή �. Το σύνολο όλων των πεπερασµένων

συµβολοσειρών εξ ενός αλφαβήτου Σ συµβολίζεται µε Σ∗.

Τι είναι ακριβώς όµως οι συµβολοσειρές ; ΄Οταν υπολογίζουµε, υπάρχουν πράγµατα που

ϑυµόµαστε, σηµειώσεις που κρατάµε. Αυτά ϑα τα παριστάνουµε συµβολικά µε µία λέξη.

Επιλεγµένα σύµβολα που χρησιµοποιούνται ως σηµεία στίξης είναι δυνατόν να ενώνουν

συµβατικά πολλές λέξεις σε µια. Το παρόν κείµενο για παράδειγµα µπορεί να ϑεωρηθεί

ως µια λέξη µε σηµεία στίξης το ¨διάστηµα¨, την ¨τελεία¨, τις ¨παύλες¨, τις ¨παρενθέσεις¨,

κα. µε µια συµβολοσειρά παριστάνουµε τα δεδοµένα που έχουµε, τη διαθέσιµη σε µας

πληροφορία, δηλαδή την περιγραφή των αντικειµένων που χρειαζόµαστε. Το ότι αυτή είναι

µια απλή µονοδιάστατη σειρά συµβόλων δεν µας οδηγεί σε απώλεια γενικότητας, διότι αυτή η

σειρά δεν αντιστοιχεί παρά στη χρονική σειρά µε τα οποία ούτως ή άλλως ϑα τα εξετάσουµε.

΄Ο,τι εµείς, ή µια υπολογιστική συσκευή, εξετάζει ¨σε ένα ϐήµα¨ της, αυτό το ϑεωρούµε

ως ένα σύµβολο, και η σειρά εξέτασης αντιστοιχεί στη συµβολοσειρά που ϑεωρούµε ως τα

δεδοµένα µας.

Για παράδειγµα αλφάβητο είναι το Ελληνικό αλφάβητο {α, β, ..., ω} µε ε, ενα, τρια να είναι

συµβολοσειρές του πεπερασµένου Ελληνικού αλφαβήτου και τα µήκη των συµβολοσειρών

αυτών είναι αντίστοιχα 0, 3, 4. Το Λατινικό αλφάβητο {a, b, ..., z} έχει συµβολοσειρές όπως

ε, one, three µε µήκη 0, 3, 5 αντίστοιχα. ΄Αν ϑεωρήσουµε το ¨δυαδικό αλφάβητο¨ {0, 1} έχουµε
συµβολοσειρές όπως ε, 0, 01011 µε µήκη 0, 1, 5.

Βʹ.4.1 Πράξεις µε συµβολοσειρές

• Παράθεση (concatenation): Η παράθεση δύο συµβολοσειρών x και y είναι η συµβολο-

σειρά xy και σχηµατίζεται µε απλή παράθεση της ακολουθίας συµβόλων της y αµέσως

µετά από τα σύµβολα της x και την συµβολίζουµε µε xy ή x ◦ y. Σε αυτήν την περί-

πτωση ϑα έχουµε |xy| = |x|+ |y|. Η κενή συµβολοσειρά είναι το ουδέτερο στοιχείο για

την παράθεση συµβολοσειρών ενός αλφαβήτου Σ, δηλαδή ισχύει

∀y ∈ Σ∗ , yε = εy = y (Βʹ.12)
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Επίσης, η παράθεση ως συνάρτηση που ορίζεται στο σύνολο των συµβολοσειρών έχει

την προσεταιριστική ιδιότητα, δηλαδή

∀u, v, w ∈ Σ∗ , ((uv)w) = (u(vw)) (Βʹ.13)

• Επανάληψη: Αν w είναι µια συµβολοσειρά, τότε wi για οποινδήποτε ϕυσικό αριθµό i

αποτελείται από την παράθεση i αντιγράφων του w, ορίζεται επαγωγικά ως εξής :

w0 = ε

wi+1 = wiw (Βʹ.14)

• Αντίστροφη: Η αντίστροφη µιας συµβολοσειράς w συµβολίζεται µε wR και προκύπτει

αν διαβάσουµε το w από το τέλος προς την αρχή. Πάλι επαγωγικά ορίζεται ως εξής :

Αν |w| = 0 τότεwR = w = ε

Αν |w| ≥ 1 τότε ∃α ∈ Σ, u ∈ Σ∗ ώστεw = uα καιwR = αuR (Βʹ.15)

µια συµβολοσειρά u είναι υποσυµβολοσειρά της w αν και µόνο αν η u εµφανίζεται σε συνε-

χόµενες ϑέσεις ως προς ένα µέρος της w. µια συµβολοσειρά είναι κανονική συµβολοσειρά

της w αν και µόνο αν η u είναι υποσυµβολοσειρά της w και συγχρόνως u 6= w. Κάθε συµβο-

λοσειρά είναι συµβολοσειρά (όχι όµως κανονική υποσυµβολοσειρά) του εαυτού της. Η κενή

συµβολοσειρά ε είναι υποσυµβολοσειρά κάθε άλλης συµβολοσειράς. µια συµβολοσειρά u

είναι κατάληξη της w αν και µόνο αν ∃v ∈ Σ∗ , w = vu. µια συµβολοσειρά u είναι κανονική

κατάληξη της w, αν και µόνο αν η u είναι κατάληξη της w και συγχρόνως u 6= w. Η κενή

συµβολοσειρά ε είναι κατάληξη κάθε άλλης συµβολοσειράς. Από την άλλη, µια συµβολο-

σειρά u είναι πρόθεµα της w αν και µόνο αν ∃v ∈ Σ∗ , w = uv. µια συµβολοσειρά u είναι

κανονικό πρόθεµα της w, αν και µόνο αν η u είναι πρόθεµα της w και συγχρόνως u 6= w. Η

κενή συµβολοσειρά ε είναι πρόθεµαη κάθε άλλης συµβολοσειράς.

Η αναζήτηση πληροφορίας είναι µία από τις πιο σηµαντικές επεξεργασίες και στις περισσό-

τερες περιπτώσεις στηρίζεται στην ύπαρξη κάποιας σχέσης, που ορίζει µια διάταξη µεταξύ

των οντοτήτων του συνόλου αναζήτησης. µία ευρέως χρησιµοποιούµενη σχέση µεταξύ συµ-

ϐολοσειρών είναι η σύγκρισή τους αλφαβητικά µε το ίδιο κριτήριο, που αυτές διατάσσονται

σε κάθε ταξινοµηµένη λίστα όπως ο τηλεφωνικός κατάλογος. Η συγκεκριµένη σχέση και

διάταξη των συµβολοσειρών ορίζεται ως εξής :

Ορισµός Βʹ.4.3. Αλφαβητική διάταξη συµβολοσειρών. Για δύο συµβολοσειρές u και w στο

αλφάβητο Σ λέµε ότι η u είναι αλφαβητικά µικρότερη από τη συµβολοσειρά w στο Σ∗ ή

ισοδύναµα ότι ηw είναι αλφαβητικά µεγαλύτερη από την u, αν ισχύει κάποια από τις παρακάτω

δύο περιπτώσεις :

• η u είναι κανονικό πρόθεµα της w, ή
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• για κάποια v ∈ Σ∗ και κάποια σύµβολα α, β ∈ Σ τέτοια ώστε το α να προηγείται του β

στο Σ, η συµβολοσειρά vα είναι πρόθεµα της u και η vβ να είναι πρόθεµα της w.

΄Ενα διατεταγµένο υποσύνολο του Σ∗ λέµε ότι είναι σε αλφαβητική διάταξη, αν για κάθε δύο

συµβολοσειρές u,w, µε την u να προηγείται της w µέσα στο υποσύνολο, δε συµβαίνει η w

να είναι αλφαβητικά µικρότερη από την u στο Σ∗. Η αλφαβητική διάταξη είναι ένα επαρκές

κριτήριο για πεπερασµένα σύνολα, επειδή σ’ενα τέτοιο σύνολο µπορεί τελικά να προσεγγι-

στεί η κάθε συµβολοσειρά που περιέχεται σάυτό. ΄Οµως στην περίπτωση άπειρων συνόλων

συµβολοσειρών η αλφαβητική ταξινόµηση δεν είναι ικανοποιητική, επειδή µπορεί γι κάποιες

συµβολοσειρές ο αριθµός όσων προηγούνται να µην είναι ϕραγµένος. µια τέτοια περίπτω-

ση είναι για παράδειγµα αυτή της συµβολοσειράς 1 στο αλφαβητικά ταξινοµηµένο σύνολο

{0, 1}∗, εκεί δηλαδή που οι συµβολοσειρές 0, 00, 000, ... προηγούνται της συµβολοσειράς

1. Το συγκεκριµένο πρόβληµα καταδεικνύει την αναγκαιότητα του παρακάτων ορισµού της

λεξικογραφικής διάταξης των συµβολοσειρών. µε τη συγκεκριµένη διάταξη, ο αριθµός των

συµβολοσειρών που προηγούνται µιας δοθείσας συµβολοσειράς είναι πάντα πεπερασµένος.

Ορισµός Βʹ.4.4. Κανονική ή λεξικογραφική διάταξη. Για δύο συµβολοσειρές u και w στο

αλφάβητο Σ λέµε ότι η u είναι κανονικά ή λεξικογραφικα µικρότερη από τη συµβολοσειρά w

στο Σ∗ ή ισοδύναµα ότι η w είναι λεξικογραφικά µεγαλύτερη από την u, αν ισχύει κάποια από

τις παρακάτω δύο περιπτώσεις :

• η u έχει µικρότερο µήκος από την w, ή

• οι u και w έχουν το ίδιο µήκος, αλλά η u είναι αλφαβητικά µικρότερη από την w

΄Ενα διατεταγµένο υποσύνολο του Σ∗ λέµε ότι είναι διατεταγµένο κανονικά ή λεξικογραφικά,

αν για κάθε δύο συµβολοσειρές u,w, µε την u να προηγείται της w µέσα στο υποσύνολο, δε

συµβαίνει η w να είναι κανονικά µικρότερη από την u στο Σ∗.

Επιστρέφουµε τώρα στο Ϲήτηµα της αναπαράστασης της πληροφορίας µε ϐάση τις έννοιες

των συµβολοσειρών ως προς ένα αλφάβητο, που ορίσαµε παραπάνω. Κάθε τέτοια αναπα-

ϱάσταση µπορούµε να την ορίσουµε ως µία αντιστοίχιση αντικειµένων σε συµβολοσειρές µε

ϐάση κάποιους κανόνες. Τυπικά, µία αναπαράσταση ή κωδικοποίηση ενός συνόλου D σ’ε-

να αλφάβητο Σ είναι µία συνάρτηση f από το D στο 2Σ∗, που ικανοποιεί την παρακάτω

συνθήκη: για δύο οποιαδήποτε στοιχεία e1 και e2 του D, τα f(e1) και f(e2) είναι διακριτά

µη κενά σύνολα. Σάυτήν την περίπτωση, κάθε στοιχείο του f(e) είναι µια αναπαράσταση ή

κωδικοποίηση του e.

Βʹ.5 Γλώσσες

Οι συµβολοσειρές είναι ένα µέσο αναπαράστασης της πληροφορίας στο ϐαθµό όµως που

υπάρχει µια συνάρτηση, που παρέχει την ερµηνεία των συµβολοσειρών ως προς την πληρο-

ϕορία, που αυτές αναπαριστούν. µια ερµηνεία είναι το αντίστροφο της αντιστοίχισης, που
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προκύπτει από µια αναπαράσταση, δηλαδή µια ερµηνεία είναι κάποια συνάρτηση g από το

Σ∗ στο σύνολοD των αντικειµένων της πληροφορίας, για κάποιο αλφάβητο Σ. Για παράδειγ-

µα, η συµβολοσειρά 111, ερµηνεύεται ως ο αριθµός εκατόν έντεκα σε αναπαράσταση αριθµό

στο δεκαδικό σύστηµα ή ως αριθµός επτά σε αναπαράσταση αριθµού του δυαδικού συστή-

µατος. Κατά την επικοινωνία δύο µερών η πληροφορία που µεταβιβάζεται είναι άρρηκτα

δεµένη µε την αναπαράσταση και την ερµηνεία της. Η αναπαράστασή της παρέχεται από

τον αποστολέα και η ερµηνεία της από τον παραλήπτη. Κατά συνέπεια, από τη σκοπιά των

δύο µερών της επικοινωνίας, µια γλώσσα µπορεί απλά να είναι µια συλλογή συµβολοσειρών,

καθώς οι συναρτήσεις αναπαράστασης και εµρηνείας είναι γνωστές στα µέρη.

Ορισµός Βʹ.5.1. Γλώσσα είναι ένα πεπερασµένο ή άπειρο σύνολο συµβολοσειρών ενός πεπε-

ϱασµένου αλφαβήτου Σ, δηλαδή κάθε γλώσσα είναι υποσύνολο του Σ∗.

µια γλώσσα ϑα µπορούσε να οριστεί µε τον ακόλουθο τρόπο:΄Εστω η γλώσσα

L = {w ∈ {0, 1}∗ : τα 0 προηγούνται όλων των 1}

Οι συµβολοσειρές ε, 0, 00, 00111 και 11 ανήκουν στην L.

Βʹ.5.1 Πράξεις µε Γλώσσες

• ΄Ενωση δύο γλωσσών L1, L2 είναι η γλώσσα µε τις συµβολοσειρές που ανήκουν στην

L1 ή στην L2.

L1 ∪ L2 = {w,w ∈ L1 ήw ∈ L2} (Βʹ.16)

• Τοµή της L1 µε την L2 είναι η γλώσσα µε όλες τις συµβολοσειρές της, που ανήκουν

τόσο στην L1 όσο και στην L2.

L1 ∩ L2 = {w,w ∈ L1 καιw ∈ L2} (Βʹ.17)

• Συµπλήρωµα µιας γλώσσας L µε αλφάβητο Σ αναφέρεται στη γλώσσα που αποτελείται

από όλες τις συµβολοσειρές του Σ, που δεν ανήκουν στην L.

L̄ = {w,w ∈ Σ∗ καιw /∈ L} (Βʹ.18)

• ∆ιαφορά δύο γλωσσών L1 και L2 αναφέρεται στη γλώσσα που αποτελείται από όλες τις

συµβολοσειρές, που ανήκουν στην L1, αλλά δεν ανήκουν στην L2.

L1 − L2 = {w,w ∈ L1 καιw /∈ L2} (Βʹ.19)

• Παράθεση δύο γλωσσών L1 και L2 µε αλφάβητο Σ είναι η γλώσσα

L1L2 = {w ∈ Σ∗ : w = uv γιαu ∈ L1, v ∈ L2} (Βʹ.20)

Η παράθεση γλωσσών είναι προσεταιριστική πράξη, δηλαδή για όλες τις γλώσσες L1, L2

και L3 ισχύει :

(L1L2)L3 = L1 (L2L3) (Βʹ.21)
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• Κλειστότητα ή αλλιώς Kleene star µίας γλώσσας L µε αλφάβητο Σ είναι το σύνολο των

συµβολοσειρών που σχηµατίζεται µε παράθεση µηδέν ή περισσότερων συµβολοσειρών

της L:

L∗ = {ε} ∪ {w ∈ Σ∗ : ∃k ≥ 1, w = w1w2 . . . wk γιαw1, w2, . . . , wk ∈ L} (Βʹ.22)

΄Αν η L δεν είναι κενή και δεν είναι η {ε}, τότε η L∗ σίγουρα περιέχει έναν άπειρο

αριθµό συµβολοσειρών. Αν L = ∅ τότε L∗ = {ε}, καθώς δεν υπάρχουν συµβολοσειρές

που ϑα µπορούσαν να παρατεθούν στην ε . Αν τώρα L = {ε} τότε επίσης L∗ = {ε}.

• Αντίστροφη µιας γλώσσας L µε αλφάβητο Σ, LR είναι το σύνολο των συµβολοσειρών

που σχηµατίζονται από την αντιστροφή κάποιας συµβολοσειράς της L:

LR =
{
w ∈ Σ∗ : w = vR για κάποια v ∈ L

}
(Βʹ.23)



Κεφάλαιο Γʹ

Θεωρία Υπολογισμού

Γʹ.1 Παραγωγή και Αναγνώριση Γλωσσών στη Θεωρία Υπολογι-

σµού

Καθώς οι γλώσσες είναι σύνολα, από υπολογιστικής άποψης ο ορισµός µιας γλώσσας µπορεί

να είναι :

• ένας παραγωγός συµβολοσειρών, που περιγράφει το πώς παράγονται όλα τα στοιχεία

της γλώσσας ή

• ένας αναγνωριστής συµβολοσειρών, που αποφασίζει αν µια συµβολοσειρά ανήκει ή δεν

ανήκει στην γλώσσα.

Στη Θεωρία Υπολογισµού, κάθε πρόβληµα που επιθυµούµε να επιλύσουµε το διατυπώνου-

µε πρώτα χρησιµοποιώντας µία αναπαράσταση µε συµβολοσειρές. Τα αποτελέσµατα που

έχουµε δίνουν απάντηση στο ερώτηµα:¨Ανήκει η w στη γλώσσα L·¨, που είναι ένα πρόβληµα

απόφασης. Το ερώτηµα που λογικά προκύπτει είναι αν µία ϑεωρία που περιορίζεται σ΄ αυτού

του τύπου τα αποτελέσµατα είναι πρακτικά χρήσιµη στη µελέτη πραγµατικών υπολογιστικών

προβληµάτων. Παρατηρούµε λοιπόν ότι µε την κατάλληλη αναπαράσταση, πολλά προβλή-

µατα της καθηµερινότητας µπορούν να αναδιατυπωθούν ως πρόβληµα απόφασης του αν µια

συµβολοσειρά ανήκει σε µια γλώσσα ή όχι. Θα δούµε πρόβληµατα, που εντάσσονται σε δύο

κατηγορίες :

• Προβλήµατα που είναι ήδη διατυπωµένα ως προβλήµατα απόφασης. Γιάυτά, χρειάζεται

να ϐρούµε µια αναπαράσταση της εισόδου τους µε συµβολοσειρές και στη συνέχεια να

ορίσουµε µια γλώσσα, που ϑα περιέχει ακριβώς εκείνο το σύνολο των εισόδων, για τις

οποίες η απάντηση στο ερώτηµα της απόφασης είναι ΝΑΙ.

• Προβλήµατα, που δεν έχουν εξαρχής περιγραφεί ως ερωτήµατα απόφασης. Γιάυτά,

µπορεί να απαιτούνται διαφόρων ειδών αποτελέσµατα, που οδηγούν στην αναδιατύπω-

17
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ση του προβλήµατος ως πρόβληµα απόφασης, που στη συνέχεια ϑα πρέπει να αναπα-

ϱασταθεί ως διαδικασία αναγνώρισης γλώσσας.

Θα δώσουµε κάποια παραδείγµατα προβληµάτων. Συµβολίζουµε µε < X > µια αναπαρά-

σταση του αντικειµένουX µε συµβολοσειρά. Συµβολίζουµε µε < X,Y > την αναπαράσταση

δύο αντικειµένων X , Y µε µια συµβολοσειρά.

Παράδειγµα Γʹ.1.1. Αναγνώριση πρώτων αριθµών. ∆οθέντος ενός µη αρνητικού ακεραίου

n είανι αυτός πρώτος· Αναζητούµε δηλαδή αν υπάρχει τουλάχιστον ένας ϑετικός ακέραιος

παράγοντας διαφορετικός του αριθµού αυτού ή της µονάδας. Κωδικοποιώντας το πρόβληµα

αναπαριστούµε κάθε µη αρνητικό ακέραιο ως συµβολοσειρά από δυαδικά ψηφία. Σ΄ αυτήν

την περίπτωση, η γλώσσα που αποφασίζεται είναι η :

Lprime = {w : ηw είναι η δυασική αναπαράσταση ενός πρώτου αριθµού } (Γʹ.1)

Παράδειγµα Γʹ.1.2. Αναζήτηση προτύπου στον παγκόσµιο ιστό. ∆οθείσης µιας συµβολοσειράς

αναζήτησης w και ενός πόρου d του παγκόσµιου ιστού ταιριάζει το δεύτερο µε το πρώτο· µ΄

άλλα λόγια, ϑα έπρεπε µια µηχανή αναζήτησης µε είσοδο w να επιστρέφει το d· Σ΄ αυτήν την

περίπτωση, η γλώσσα που αποφασίζεται είναι η :

LWWW = {< w, d >: το d ταιριάζει στο ερώτηµαw } (Γʹ.2)

Παράδειγµα Γʹ.1.3. Το πρόβληµα του τερµατισµού. ∆οθέντος ενός προγράµµατος p, που έχει

γραφεί στη γλώσσα προγραµµατισµού C είναι σίγουρο ότι το πρόγραµµα p τερµατίζει για όλες

τις εισόδους· Σ΄ αυτήν την περίπτωση, η γλώσσα που αποφασίζεται είναι η :

Lhalt = {p : το πρόγραµµα p τερµατίζει για όλες τις εισόδους } (Γʹ.3)

Φυσικά ϑα ϑέλαµε πολύ να υπάρχει ένας αλγόριθµος που ϑα µπορούσε να αποφασίσει αν µία

συµβολοσειρά- πρόγραµµα- ανήκει στη γλώσσα Lhalt γιατί έτσι ϑα αποδεικνύαµε την ορθότητα

των προγραµµάτων που συντάσσουµε. ∆υστυχώς ένα ϑεώρηµα της Θεωρίας Υπολογισµού έχει

δείξει ότι ένας τέτοιος αλγόριθµος δε µπορεί να υπάρξει.

Παράδειγµα Γʹ.1.4. Ευθυγράµµιση ακολουθίας πρωτείνης/ Πρόβληµα Υπολογιστικής Βιο-

λογίας. ∆οθέντος ενός µέρους f µιας πρωτείνης και ενός µορίου πρωτείνης prµ µπορεί το f

να είναι µέρος του pr· Κωδικοποιώντας το πρόβληµα αναπαριστούµε κάθε µόριο πρωτείνης

ή ενός µέρους του ως µια ακολουθία στοιχείων αµινοξέων. Ορίζουµε έναν χαρακτήρα για το

καθένα από τα είκοσι πιθανά αµινοξέα. ΄Ετσι ϑα µπορούσε για παράδειγµα η συµβολοσει-

ϱά AGHTYWDNR να αναπαριστά µέρος κάποιας πρωτείνης. Σ΄ αυτήν την περίπτωση, η

γλώσσα που αποφασίζεται είναι η :

Lpr = {< f, p >: το f ϑα µπορούσε να είναι µέρος του pr} (Γʹ.4)

Φυσικά ϑα ϑέλαµε πολύ να υπάρχει ένας αλγόριθµος που ϑα µπορούσε να αποφασίσει αν µία

συµβολοσειρά- πρόγραµµα- ανήκει στη γλώσσα Lhalt γιατί έτσι ϑα αποδεικνύαµε την ορθότητα
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των προγραµµάτων που συντάσσουµε. ∆υστυχώς ένα ϑεώρηµα της Θεωρίας Υπολογισµού έχει

δείξει ότι ένας τέτοιος αλγόριθµος δε µπορεί να υπάρξει.

Πολλά προβλήµατα που δεν είναι διατυπωµένα ως προβλήµατα απόφασης µπορούν να µε-

τασχηµατιστούν σε τέτοια µε µία αναδιατύπωσή τους ως προβλήµατα αναγνώρισης γλώσσας.

Η ϐασική ιδέα είναι η αναπαράσταση σε µία συµβολοσειρά τόσο των εισόδων, όσο και των

εξόδων του αρχικού προβλήµατος. ΄Ετσι, για παράδειγµα, αν για το πρόβληµα Π έχουµε δύο

εισόδους i1 και i2 και παράγεται ένα αποτέλεσµα r, τότε µπορούµε να σχηµατίσουµε συµβο-

λοσειρές της µορφής i1; i2; r. Σάυτή την περίπτωση, η συµβολοσειρά w = u; v; z ϑα ανήκει

στη γλώσσα L για το πρόβληµα Π, αν και µόνο αν z είναι η συµβολοσειρά που αναπαριστά

το αποτέλεσµα για δύο εισόδους στο πρόβληµα Π, που εκφράζονται από τις συµβολοσειρές

x και y.

Παράδειγµα Γʹ.1.5. ΄Αθροιση ακεραίων ως πρόβληµα απόφασης. Το πρόβληµα συνίσταται

στον υπολογισµό του αθροίσµατος δύο µη αρνητικών ακεραίων. Για την κωδικοποίηση του

προβλήµατος αναπαριστούµε τον κάθε αριθµό ως συµβολοσειρά δεκαδικών ψηφίων και µετα-

σχηµατίζουµε το αρχικό πρόβληµα σ’ενα πρόβληµα ελέγχου του αν σε µια τριάδα αριθµών ο

τρίτος είναι το άθροισµα των δύο πρώτων. ΄Ετσι κάθε περίπτωση του προβλήµατος διατυπώνεται

µε µια συµβολοσειρά της µορφής

< ακέραιος1 > + < ακέραιος2 >=< ακέραιος3 >

Τότε η γλώσσα που αποφασίζεται για το συγκεκριµένο πρόβληµα είναι η :

Lsum = {w : ηw είναι της µορφής < ακέραιος1 > + < ακέραιος2 >=< ακέραιος3 >

µε < ακέραιος1 >,< ακέραιος2 >,< ακέραιος3 > στοιχεία της

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}+ και ο < ακέραιος3 > να είναι το άθροισµα των

< ακέραιος1 > και < ακέραιος2 >}

Γʹ.2 Κλάσεις γλωσσών

Γʹ.2.1 Κλάσεις γλωσσών ως προς τις µηχανές για την αναγνώρισή τους

Το κάθε µοντέλο υπολογισµού έχει τη δυνατότητα εκτέλεσης προγραµµάτων, όπου ένα πρό-

γραµµα εδώ ορίζεται ως µια πεπερασµένη ακολουθία εντολών µε ένα πεδίο ορισµού, έστω

D. Το πεδίο ορισµού D λέµε ότι είναι το πεδίο τιµών των µεταβλητών και υποθέτουµε ότι

αποτελείται από ένα σύνολο στοιχείων, από τα οποία ένα ξεχωρίζει, επειδή αντιστοιχεί στην

αρχική τιµή των µεταβλητών του προγράµµατος. Κάθε ένα από τα στοιχεία του συνόλου D

υποθέτουµε ότι είναι ένας συνδυασµός ανάθεσης τιµών στις µεταβλητές. Κατά την εκτέλεση

ενός τέτοιου προγράµµατος διακρίνουµε δύο πιθανά ενδεχόµενα:



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Γʹ. ΘΕΩΡΙΑ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 20

• Αποδοχή, που αντιστοιχεί σε κάποια εντολή τερµατισµού µετά από επιτυχή ολοκλήρω-

ση της εκτέλεσης και που µπορεί να συµβεί µόνο µετά από την προσέγγιση του τέλους

της εισόδου.

• Απόρριψη, που αντιστοιχεί σε κάποια εντολή τερµατισµού µετά από ανεπιτυχή ολο-

κλήρωση της εκτέλεσης.

µια ακολουθία ϐηµάτων εκτέλεσης λέγεται υπολογισµός αποδοχής αν τερµατίζειλόγω κά-

ποιας εντολής αποδοχής. Αντίθετα, µια ακολουθία ϐηµάτων εκτέλεσης για είσοδο, που δεν

έχει υπολογισµούς αποδοχής, λέγεται υπολογισµός απόρριψης. Αν ένα πρόγραµµα έχει έναν

υπολογισµό αποδοχής για µια είσοδο, τότε αυτή η είσοδος είναι αποδεκτή ή αλλιώς αναγνω-

ϱίζεται. Σε διαφορετική περίπτωση η είσοδος δεν είναι αποδεκτή ή αλλιώς απορρίπτεται από

το πρόγραµµα. ΄Ενα πρόγραµµα παράγει την εξόδο y για δοθείσα είσοδο x, αν αυτό έχει

έναν υπολογισµό αποδοχής για τη x, που να παράγει την έξοδο y. Οι έξοδοι των υπολογι-

σµών απόρριψης ϑεωρούµε ότι είναι απροσδιόριστες. Στο σηµείο αυτό ϑα παρουσιάσουµε

τα µοντέλα υπολογισµού µε τη πιο σηµαντική επίδραση στην εξέλιξη της Επιστήµης των

Υπολογιστών. Θεωρούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι η τρέχουσα κατάσταση των προ-

γραµµάτων κατά την εκτέλεσή τους καθορίζεται από µια µόνο µεταβλητή, που η τιµή της ϑα

µεταβάλλεται µε τρόπο, που ϑα απεικονίζεται σε διαγράµµατα καταστάσεων.

Γʹ.2.1.1 Πεπερασµένα Αυτόµατα

Το πρώτο από τα µοντέλα υπολογισµού, που ϑα εξετάσουµε είναι οι µηχανές πεπερασµένων

καταστάσεων, γνωστές επίσης και ως πεπερασµένα αυτόµατα. Τα προγράµµατα γιάυτές τις

µηχανές είναι γενικά εύκολα στην κατανόηση, εκτελούνται σε γραµµικά µεταβαλλόµενο χρό-

νο και υπάρχουν αποτελέσµατα για σχεδόν όλες τις ερωτήσεις, σχετικά µε τη συµπεριφορά

τους. Το Σχήµα Γʹ.1 δείχνει ένα απλό πεπερασµένο αυτόµατο, που αποδέχεται/ αναγνωρίζει

συµβολοσειρές από 0 και 1, που τελειώνουν σε 00. Η είσοδος σ’ενα πεπερασµένο αυτόµατο

είναι µια συµβολοσειρά µε τους χαρακτήρες της να διαβάζονται ένας κάθε ϕορά, από τάρι-

στερά προς τα δεξιά. Το αυτόµατο έχει µια αρχική κατάσταση, όπως ϕαίνεται στο σχήµα

µε ένα τόξο χωρίς επιγραφή, που την υποδεικνύει, καθώς και έναν αριθµό από καταστάσεις

αποδοχής ή τελικές καταστάσεις, που απεικονίζονται µε ένα διπλό κύκλο. Ο υπολογισµός

του πεπερασµένου αυτοµάτου ξεκινά από την αρχική κατάσταση. µε την ανάγνωση του κά-

ϑε χαρακτήρα, το αυτόµατο αλλάζει κατάσταση µε ϐάση τις µεταβάσεις, που ϕαίνονται στο

σχήµα. Αν µετά από την ανάγνωση του τελευταίου χαρακτήρα της συµβολοσειράς w το αυτό-

µατο M ϐρίσκεται σε µια κατάσταση αποδοχής, τότε η µηχανή M αποδέχεται την w, ενώ σε

διαφορετική περίπτωση την απορρίπτει. Ο υπολογισµός για το αυτόµατο του παραδείγµατος

παραµένει στην κατάσταση q0 όσο διαβάζει χαρακτήρες 1 και µεταβαίνει στην κατάσταση q1

όταν συναντήσει το πρώτο 0. Στην συνέχεια αρκεί ένας χαρακτήρας 0, για να προσεγγίσει

την τελική κατάσταση q2, όπου και ϑα παραµείνει αν αυτός είναι ο τελευταίος χαρακτήρας.
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Σχήµα Γʹ.1: ΄Ενα απλό αυτόµατο

Αν αυτό δεν ισχύει, τότε ο µόνος τρόπος για να επιστρέψει στην τελική κατάσταση είναι η εµ-

ϕάνιση στη συµβολοσειρά δύο διαδοχικών 00. Το αυτόµατο του παραδείγµατος αποδέχεται,

για παράδειγµα, τη συµβολοσειρά 110100 και απορρίπτει την 010. Η κλάση των γλωσσών,

που γίνονται αποδεκτές (αναγνωρίζονται) από κάποια µηχανή πεπερασµένων καταστάσεων

είναι η κλάση των κανονικών γλωσσών. Πολλές γλώσσες, απάυτές που χρησιµοποιούµε στην

καθηµερινή µας Ϲωή είναι κανονικές γλώσσες, όπως για παράδειγµα το σύνολο των συµβο-

λοσειρών, που εκφράζουν αριθµούς κινητής υποδιαστολής, οι σωστές ακολουθίες κερµάτων

σε µια αυτόµατη µηχανή πώλησης, για την αγορά ενός αναψυκτικού, οι σωστές αλληλουχίες

µηνυµάτων σε πρωτόκολλα επικοινωνίας συστηµάτων και άλλα. Εκτός από τις γλώσσες, που

περιγράψαµε, υπάρχουν απλές γλώσσες, που όµως δεν είναι κανονικές. Ας ϑεωρήσουµε για

παράδειγµα τη γλώσσα:

L1 = {anbn : n ≥ 0} (Γʹ.5)

Σε κάθε συµβολοσειρά της γλώσσαςL1 προηγούνται όλα τα a και ο αριθµός των a είναι ίσος µε

τον αριθµό των b, που έπονται. Θα µπορούσαµε να προσπαθήσουµε να αναπαραστήσουµε τη

γλώσσα αυτή µ’ενα πεπερασµένο αυτόµατο. Το πρόβληµα που ϑα αντιµετωπίσουµε είναι το

πώς µπορούµε να καταµετρήσουµε τον αριθµό των a, ώστε να τον συγκρίνουµε στη συνέχεια

µε τον αριθµό των b. Η ¨µνήµη¨ ενός πεπερασµένου αυτόµατου είναι οι καταστάσεις του

και µόνο εκεί µπορεί να καταγραφεί πληροφορία, αλλά κάθε αυτόµατο αποτελείται από ένα

σταθερό αριθµό καταστάσεων, που αποφασίζεται κατά τον ορισµό της µηχανής. Από την άλλη

στον ορισµό της γλώσσας L1 δεν υπάρχει όριο στον αριθµό των a, που µπορεί να περιέχει

µια συµβολοσειρά. Στην πραγµατικότητα έχει αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει πεπερασµένο

αυτόµατο, που να αποδέχεται τη γλώσσα L1. Η ίδια διαπίστωση ισχύει και για πολλές άλλες

γλώσσες, απάυτές που χρησιµοποιούµε στην καθηµερινή µας Ϲωή, όπως για παράδειγµα

η γλώσσα µε τις συµβολοσειρές, που έχουν ισορροπηµένες (ένθετες) αριστερές και δεξιές

παρενθέσεις. Οι γλώσσες αυτές είναι σηµαντικές, γιατί ϑέλουµε να έχουµε διαδικασίες

απόφασης, για να εντοπίζεται π.χ. µία λάθος χρήση παρενθέσεων στις αριθµητικές και

λογικές εκφράσεις, για κάποια γλώσσα προγραµµατισµού.
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Γʹ.2.1.2 Αυτόµατα Στοίβας

Το πρόβληµα της αναπαράστασης των µη κανονικών γλωσσών µπορεί να αντιµετωπιστεί επε-

κτείνοντας τα πεεπρασµένα αυτόµατα, για να τους διθεί η δυνατότητα χρήσης µιας στοίβας.

Κάθε µηχανή, που αποτελείται από ένα πεπερασµένο αυτόµατο και µία στοίβα ονοµάζεται

αυτόµατο στοίβας (pushdown automaton).

΄Ενα αυτόµατο στοίβας MPA αποδέχεται τη γλώσσα L1 µε τον παρακάτω υπολογισµό. Κάθε

ϕορά, που διαβάζεται ένα a, τοMPA το εναποθέτει στη στοίβα. Στη συνέχεια, κάθε ϕορά που

διαβάζει ένα b ϑα εξάγεται από τη στοίβα ένα a. Αν στο τέλος έχει διαβαστεί και ο τελευταίος

χαρακτήρας της συµβολοσειράς και η στοίβα έχει αδειάσει, ενώ το αυτόµατο ϐρίσκεται σε

µια τελική κατάσταση, τότε η συµβολοσειρά γίνεται δεκτή. Σε κάθε άλλη περίπτωση η συµ-

ϐολοσειρά απορρίπτεται. Οι καταστάσεις της µηχανής MPA και οι µεταξύ τους µεταβάσεις

ϑα είναι κατάλληλα σχεδιασµένες, ώστε να διασφαλίζουν ότι όλα τα a στη συµβολοσειρά ϑα

εµφανίζονται πριν από τα b. ΄Οταν ένα αυτόµατο στοίβας απεικονίζεται µε διάγραµµα, όπως

αυτό του Σχήµατος Γʹ.1 έχουµε στα τόξα των µεταβάσεων επιγραφές της µορφής x, y; z που

έχουν την εξής σηµασία : αν η είσοδος είναι ένα x και µπορούµε να εξάγουµε ένα y από

τη στοίβα, τότε εκτέλεσε τη µετάβαση στη νέα κατάσταση, αφαίρεσε το y από τη στοίβα και

ϐάλε σάυτήν το z. Αν αντί για y εµφανίζεται στη µεσαία ϑέση το λ, τότε για τη µετάβαση δε

λαµβάνεται υπόψη το περιεχόµενο της στοίβας και αντίστοιχα αν στη ϑέση του y εµφανίζεται

το λ, τότε η στοίβα δε µεταβάλλεται. Στο Σχήµα απεικονίζεται το αυτόµατο στοίβας, που

αποδέχεται τη γλώσσα L1.

Σχήµα Γʹ.2: ΄Ενα απλό αυτόµατο στοίβας για τη γλώσσα {anbn : n ≥ 0}

Η κλάση των γλωσσών, που γίνονται αποδεκτές από ένα αυτόµατο στοίβας είναι η κλάση

των γλωσσών χωρίς συµφραζόµενα. Πολλές τεχνητές γλώσσες απάυτές που χρησιµοποιού-

µε καθηµερινά στην Επιστήµη των Υπολογιστών είναι γλώσσες χωρίς συµφραζόµενα. Αυτές

περιλαµβάνουν όλες τις γλώσσες προγραµµατισµού, τις γλώσσες ερωτηµάτων, τις γλώσσες

επισηµείωσης κ.α.
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Τα αυτόµατα στοίβας όµως ως µοντέλο υπολογισµού έχει αποδειχθεί ότι δεν είναι αρκε-

τά εκφραστικό για να αναπαραστήσει υπολογισµούς, όπως αυτούς των προγραµµάτων που

γράφουµε. Ας εξετάσουµε για παράδειγµα την περίπτωση της γλώσσας

L2 = {anbncn : n ≥ 0} (Γʹ.6)

για την οποία εύκολα ϑα µπορούσαµε να γράψουµε ένα πρόγραµµα, που ϑα καταµετρά τον

αριθµό των a, των b και των c στις συµβολοσειρές και αν αυτοί είναι ίσοι και οι χαρακτήρες

είναι στη σωστή διάταξη, τότε να αποφαίνεται ότι η συµβολοσειρά εισόδου είναι ένα στοιχείο

της γλώσσας L2. Για να αντιληφθούµε το γιατί ένα αυτόµατο στοίβας είναι αδύνατο να

εκτελέσει έναν τέτοιο υπολογισµό, ας δούµε το πώς ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί η µνήµη

της στοίβας, για να αναγνωρίζονται οι συµβολοσειρές της γλώσσας L2. Αν λοιπόν είχαµε

ένα κατάλληλα ορισµένο αυτόµατο στοίβας, όπως αυτό του σχήµατος Γʹ.2 που δέχεται τη

γλώσσα L2, τότε ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τη στοίβα µε ανάλογο τρόπο για την

καταµέτρηση των a, όπως και στην περίπτωση της L1 και ϑα µπορούσαµε να αφαιρούµε

σύµβολα από τη στοίβα, καθώς διαβάζονται τα b που ακολουθούν και έτσι να τα συγκρίνουµε

µε τον αριθµό των a που προηγήθηκαν. Τότε όµως δε ϑα µπορούσαµε να εξετάσουµε τα c

στις συµβολοσειρές της L2, καθώς αν ο αριθµός των a είναι ίσος µε τον αριθµό των b, ϑα

έχει χαθεί από τη στοίβα κάθε πληροφορία γιάυτά, αφού αυτή ϑα είναι άδεια. Η L2 είναι

µια γλώσσα, για την οποία έχει αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει αυτόµατο στοίβας, που αν την

αναγνωρίζει.

Γʹ.2.1.3 Μηχανές Turing

Το πρόβληµα της αναγνώρισης γλωσσών, όπως η L2 µπορεί να αντιµετωπιστεί από ένα πιο

εκφραστικό µοντέλο υπολογισµού, αυτο που πρότεινε ο Alan Turing το 1936 και είναι σή-

µερα γνωστό ως µηχανή Turing. Η πρόταση του Turing για ένα µοντέλο υπολογισµού ήταν

ένα παράπλευρο αποτέλεσµα στην προσπάθεια του να δώσει απάντηση στο γνωστό τότε ως

¨πρόβληµα απόφασης¨, το Entscheidungsproblem, όπως είχε διατυπωθεί από τον David H-

ilbert το 1928 σ’ενα µικρό εγχειρίδιο λογικής, που είχε δηµοσιευτεί µαζί µε τον µαθητή του

Wilhelm Ackermann. Το Entscheidungsproblem έθεσε το Ϲήτηµα της ύπαρξης ενός αλγο-

ϱίθµου µε είσοδο έναν ισχυρισµό σε λογική πρώτης τάξης (και έναν πεπερασµένο αριθµό

αξιωµάτων εκτός απάυτά της λογικής), που να αποφαίνεται µε ένα ¨ΝΑΙ¨ ή ¨ΟΧΙ¨ για το αν

ο ισχυρισµός είναι καθολικά έγκυρος, είναι δηλαδή αληθής για κάθε δοµή που ικανοποιεί

τα αξιώµατα. Ο Turing δεν επικεντρώθηκε στα ϐήµατα του Ϲητούµενου αλγορίθµου, αλλά σε

µερικές ϐασικές ενέργειες, που γίνοται κατά την εκτέλεση κάθε τέτοιου υπολογισµού. Στη

συνέχεια, απέδειξε ότι καµία µηχανή δε ϑα µπορούσε εκτελώντας µόνο αυτές τις ϐασικές ε-

νέργειες να καθορίσει εάν ένα δοθέν συµπέρασµα προκύπτει από τις δοθείσες προυποθέσεις.

΄Ετσι, κατέληξε στο συµπέρασµα ότι δεν υπάρχει αλγόριθµος για το Entscheidungsproblem.
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Το αποτέλεσµα αυτό σχετίζεται- αν και όχι εµφανώς- µε το Πρώτο Θεώρηµα της µη Πλη-

ϱότητας που είχε αποδείξει µε ένα λογικό παίγνιο ο Kurt Godel σε ηλικία µόλις 25 ετών το

1931. Οι µηχανές Turing δεν έχουν στοίβα, αλλά όπως ϕαίνεται στο Σχήµα ∆ʹ.7 η λειτουργία

της υποκαθίσταται από µια ταινία, που επεκτείνεται απείρως σε µήκος. Πάνω στην ταινία

Πεπερασμένος 
έλεγχος  

καταστάσεων 

... α α b b c c ...

Σχήµα Γʹ.3: Απεικόνιση της λειτουργίας µιας µηχανής Turing

µετακινείται µια κεφαλή ανάγνωσης/ εγγραφής και κατά τη µετάβαση από µια κατάσταση

σε µια άλλη επιτρέπεται η µετακίνηση της κεφαλής κατά µια ϑέση προς την κατεύθυνση που

περιγράφει η µετάβαση (δεξιά ή αριστερά). µόνο το σύµβολο που ϐρίσκεται στην τρέχουσα

ϑέση της κεφαλής είναι δυνατό να προσπελάστεί και- σε αντίθεση µε τα µοντέλα υπολογι-

σµού που περιγράψαµε- µπορεί να αλλάξει, αν η µετάβαση περιγράφει µια εγγραφή την

τρέχουσα ϑέση. Η συµβολοσειρά εισόδου ϐρίσκεται αρχικά τοποθετηµένη πάνω στην ταινία

και η µηχανή ξεκινάει τον υπολογισµό µε την κεφαλή τοποθετηµένη στη ϑέση του πρώτου

της χαρακτήρα. Σε κάθε ϐήµα, µια µηχανή Turing MT καθορίζει τη µετάβαση στην επό-

µενη κατάσταση µε ϐάση την τρέχουσα µετάβαση και το χαρακτήρα στην τρέχουσα ϑέση

της κεφαλής, που σηµειώνεται µε ένα τόξο. Η µετάβαση, που ϑα εκτελεστεί προσδιορίζει το

χαρακτήρα που ϑα εγγραφεί στη ϑέση της κεφαλής, η οποία στη συνέχεια ϑα µετακινηθεί

µια ϑέση (αριστερά ή δεξιά). Η συµβολοσειρά εισόδου µπορεί να καταλαµβάνει µόνο ένα

πεπερασµένο σε µήκος µέρος της ταινίας, ενώ στις υπόλοιπες ϑέσεις της ταινίας ϐρίσκεται

χαρακτήρας ¨κενό¨. Σηµειώνουµε ότι η µηχανή MT µπορεί να µετακινεί την κεφαλή έξω

από τα όρια της συµβολοσειράς και ϐέβαια να εγγράφει στις κενές ϑέσεις της ταινίας. ΄Οταν

µια µηχανή Turing απεικονίζεται µε διάγραµµα, όπως αυτό του Σχήµατος Γʹ.4, έχουµε στα

τόξα των µεταβάσεων επιγραφές της µορφής j : k, l, που έχουν την εξής σηµασία :

• το j αναφέρεται στο σύµβολο που ϐρίσκεται στην τρέχουσα ϑέση της κεφαλής ανάγνω-

σης/εγγραφής,

• το k αναφέρεται στο σύµβολο που ϑα αντικαταστήσει στην ταινία το πρώτο αναφερόµενο

σύµβολο και

• το l εκφράζει την κατεύθυνση κατά την οποία ϑα κινηθεί η κεφαλή.

Ο χαρακτήρας R δηλώνει µετακίνηση µια ϑέση προς τα δεξία, ενώ ο χαρακτήρας L δηλώνει

µετακίνηση µια ϑέση προς τα αριστερά. Η µηχανή Turing του Σχήµατος Γʹ.4, αποδέχεται

τις συµβολοσειρές της γλώσσας L2 εκτελώντας τον εξής υπολογισµό. Ευρισκόµενη η κεφαλή
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Σχήµα Γʹ.4: µια µηχανή Turing για τη γλώσσα {anbncn : n ≥ 0}

στην πτώτη ϑέση της ταινίας από αριστερά µε χαρακτήρα διάφορο του ¨κενού¨ εκτελέι µε-

τάβαση αν ο χαρακτήρας αυτός είναι a αντικαθιστώντας τον µε x και σάυτήν την περίπτωση

µετακινείται δεξία. Αν εκεί υπάρχει ένα ή στη συνέχεια και άλλα a, τότε τα προσπερνάει

µέχρι να ϐρεί το πρώτο b. αντικαθιστά το b µε το χαρακτήρα y και προσπερνά τα υπόλοιπα

b- αν υπάρχουν- µέχρι να ϐρεί το πρώτο c. Αυτό αλλάζει σε z και η κεφαλή κινείται πλέον

αριστερά, µέχρι να ϐρεί το x, που αρχικά έγραψε. Τότε χωρίς να αλλάξει το x µετακινείται

µια ϑέση προς τα δεξιά. Εκεί είτε ϑα ϐρει ένα επιπλέον a και ϑα επαναλάβει τον κύκλο

(όσες ϕορές χρειάζεται) αναζητώντας (για κάθε τέτοιο a) ένα b και ένα c στη συνέχεια της

συµβολοσειράς, είτε ϑα ϐρεί ένα y απάυτά που έχουν αντικαταστήσει τα b της συµβολοσει-

ϱάς. Στη δεύτερη περίπτωση, η κεφαλή επανέρχεται στην αρχή και τελικά ολοκληρώνει τον

υπολογισµό της κινούµενη προς τα δεξιά και προσπερνώντας όλους τους χαρακτήρες x, y, z.

Τελικά προσεγγίζεται η κατάσταση αποδοχής µόνο αν η συµβολοσειρά εισόδου για κάθε a

που εµφανίζεται στο πρώτο τµήµα έχει ένα b και ένα c στο δεύτερο και στο τρίτο τµήµα της

αντίστοιχα. Τα πεπερασµένα αυτόµατα και οι µηχανές στοίβας εκτελούν υπολογισµούς, που

τερµατίζουν πάντα, αφού πρώτα έχουν καταναλώσει όλους τους χαρακτήρες συµβολοσειράς

εισόδου. Από την άλλη, οι µηχανές Turing µπορεί και να µην τερµατίζουν. Καθώς η συµβο-

λοσειρά ϐρίσκεται στην ταινία σε όλη τη διάρκεια του υπολογισµού και η κεφαλή µπορεί να

κινείται προς τα δεξιά και αντίθετα για πολλές ϕορές, ϑα µπορούσε αυτό να γίνεται για πά-

ντα. Θα µπορούσε επίσης η κεφαλή να κινείται συνεχώς προς µια συγκεκριµένη κατεύθυνση

και τελικά συνεχίζει την κίνησή της για πάντα στο µέρος της ταινίας, όπου υπάρχουν µόνο
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¨κενά¨. Η ευελιξία, που χαρακτηρίζει τις µηχανές Turing στον τρόπο χρήσης της ταινίας

είναι η αιτία της αυξηµένης εκφραστικότητάς τους σε σχέση µε τα πεπερασµένα αυτόµατα

και αυτόµατα στοίβας. Στην πραγµατικότητα έχει αποδειχθεί ότι µε µια κατάλληλη µηχανή

Turing είναι δυνατό να αναπαρασταθεί ο οποιοσδήποτε υπολογισµός, που µπορεί να γραφεί σε

µια γλώσσα προγραµµατισµού. Πρέπει όµως να έχουµε πάντα υπόψη µας ότι δεν υπάρχει

εγγύηση τερµατισµού του υπολογισµού µιας µηχανής Turing και επιπλέον ότι έχει δυστυχώς

αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει αλγόριθµος, που να αποφασίζει αν µια µηχανή Turing τερµατίζει

για κάποια ή για όλες τις πιθανές εισόδους της. Αυτό το ϑεµελιώδες αποτέλεσµα, που απο-

καλύπτει τα όρια των εκτελέσιµων υπολογισµών είναι γνωστό ως πρόβληµα του τερµατισµού.

Με ϐάση τις µηχανές Turing ορίζονται δύο νέες κλάσεις γλωσσών:

• µια γλώσσα L είναι αποφασίσιµη ή αναδροµική, αν και µόνο αν υπάρχει µηχανή Tu-

ring MT µε υπολογισµό, που τερµατίζει για όλες τις εισόδους, αποδέχεται όλες τις

συµβολοσειρές της L και απορρίπτει όλες τις συµβολοσειρές, που δεν ανήκουν στην L.

• µια γλώσσα L είναι ηµιαποφασίσιµη ή αναδροµικά απαριθµήσιµη, αν και µόνο αν υ-

πάρχει µηχανή Turing MT , που αποδέχεται όλες τις συµβολοσειρές της L, χωρίς να

αποδέχεται τις συµβολοσειρές που δεν ανήκουν στην L. Ειδικότερα για τις συµβολο-

σειρές της δεύτερης περίπτωσης, η MT µπορεί είτε να τις απορρίπτει, είτε να εκτελεί

υπολογισµό χωρίς να τερµατίζει.

Η L2 είναι αναδροµική γλώσσα και ισχύει ότι κάθε αναδροµική γλώσσα είναι επίσης και

αναδροµικά απαριθµήσιµη. Από την άλλη, υπάρχουν γλώσσες, που είναι αναδροµικά απα-

ϱιθµήσιµες αλλά όχι αναδροµικές. µία τέτοια περίπτωση είναι η γλώσσα:

L3 = {< p,w >: p είναι έναC πρόγραµµα που τερµατίζει για είσοδοw} (Γʹ.7)

Η L3 ηµιαποφασίζεται από µία µηχανή Turing, που προσοµοιώνει την εκτέλεση του προ-

γράµµατος p µε είσοδο w. Υπάρχει περίπτωση η προσοµοίωση να τερµατίσει, οπότε ξέρουµε

ότι το p τερµατίζει για είσοδο w, αλλά υπάρχει και η περίπτωση να µην τερµατίσει, οπότε δε

ϑα ήµαστε σε ϑέση να ξέρουµε αν το p τερµατίζει. Σε τελική ανάλυση, δεν υπάρχει µηχανή

Turing, που να αναγνωρίζει ότι ένα πρόγραµµα p δεν τερµατίζει για είσοδο w, όπως και δεν

υπάρχει αλγόριθµος, που ϑα εξετάζει ένα C πρόγραµµα και ϑα καθορίζει αν αυτό τερµατίζει.

Η εργασία του Alan Turing πάνω σε αφαιρετικά µοντέλα υπολογισµού είχε µεγάλη επί-

δραση στη σχεδίαση των ηλεκτρονικών υπολογιστών και αργότερα στη σχεδίαση γλωσσών

προγραµµατισµού γι΄ αυτούς τους υπολογιστές. ΄Ολα τα ϐασικά συστατικά των µηχανών

Turing υπάρχουν στην αρχιτεκτονική von Neumann, που υιοθετήθηκε στους σύγχρονους

υπολογιστές : µία µνήµη, που µπορούµε να την αντιληφθούµε ως άπειρη σε µέγεθος αν σ΄

αυτή συµπεριλάβουµε εκτός από την RAM και το χώρο αποθήκευσης των δίσκων και των

άλλων περιφερειακών και µία µονάδα ελέγχου, που διαχειρίζεται την εκτέλεση των προ-

γραµµάτων στη µηχανή. ΄Ετσι, µπορούµε να δούµε τους σύγχρονους υπολογιστές ως µία
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υλοποίηση της Γενικής µηχανής Turing, που µπορεί να εκτελεί τον υπολογισµό οποιασδή-

ποτε µηχανής Turing, για τυχαία είσοδο. Η µνήµη είναι ένα από τα ϐασικά συστατικά του

υπολογιστή και αποθηκεύει εντολές και δεδοµένα, ενώ το άλλο ϐασικό συστατικό του είναι ο

επεξεργαστής. Οι πρώτες γλώσσες προγραµµατισµού σχεδιάστηκαν µε ϐάση τη συγκεκριµέ-

νη ϕυσική σχεδίαση για τη µηχανή υπολογισµού. Στις γλώσσες, που εξελίχθηκαν απ΄ αυτές

και έχει επικρατήσει να λέγονται γλώσσες προστακτικού προγραµµατισµού µπορεί κανείς

να διακρίνει ακόµη και σήµερα την επιρροή της συγκεκριµένης αρχιτεκτονικής υπολογιστή.

Οι προστακτικές γλώσσες είναι αφαίρεση της υποκείµενης αρχιτεκτονικής von Neumann µε

την έννοια ότι σ΄ αυτές διατηρούνται τα απαραίτητα µέρη της, ενώ ταυτόχρονα αγνοούνται οι

περιττές λεπτοµέρειες. Οι χαµηλού επιπέδου γλώσσες παρέχουν ένα περιορισµένο ϐαθµό

αφαίρεσης, ενώ τις υψηλού επιπέδου γλώσσες µπορούµε να τις δούµε ως µία ιδεατή µηχανή,

στην οποία η διαχείριση της µνήµης είναι γενικά διάφανη για τον προγραµµατιστή και τα

ϑεµελιώδη στοιχεία εισόδου/εξόδου δεν εξαρτώνται από το υλικό.

Παρόλο που το επίπεδο της αφαίρεσης, που παρέχουν οι προστακτικές γλώσσες διαφο-

ϱοποιείται σηµαντικά ξεκινώντας από τις συµβολικές γλώσσες µηχανής µέχρι και τις πιο

εξελιγµένες γλώσσες όπως η Java, σήµερα µπορούµε να διακρίνουµε κοινά χαρακτηριστικά

στη σχεδίαση όλων των προστακτικών γλωσσών, που τελικά αντανακλούν την υποκείµενη

αρχιτεκτονική µηχανής. Η µνήµη και ο επεξεργαστής, τα κοινά συστατικά της κάθε υπο-

λογιστικής µηχανής, αντιπροσωπεύονται σ΄ ένα αφαιρετικό επίπεδο µέσα σε µία υψηλού

επιπέδου προστακτική γλώσσα από µεταβλητές, που αναπαριστούν το χώρο µνήµης, µαζί µε

εντολές εκχώρησης που µεταβάλλουν τα περιεχόµενά της, και δοµές ελέγχου, που υποδει-

κνύουν τη σειρά εκτέλεσης των εντολών από τον επεξεργαστή.

Εκτός από τη σχεδίαση της αρχιτεκτονικής των υπολογιστών και των πρώτων προστακτικών

γλωσσών, η επίδραση της δουλειάς του Turing επεκτείνεται και στις αφαιρετικές µηχανές

καταστάσεων, που χρησιµοποιούνται για τον ακριβή ορισµό της σηµασίας των γλωσσικών

στοιχείων των προστακτικών γλωσσών. Αυτές οι αφαιρετικές µηχανές εκτέλεσης στηρίζονται

στην έννοια της µετάβασης από κατάσταση σε κατάσταση. Είναι αξιοσηµείωτο ότι η πρώτη

προσέγγιση για µία τυπική περιγραφή της συµπεριφοράς των γλωσσικών στοιχείων µιας

γλώσσας έγινε µε τη χρήση µιας αφαιρετικής µηχανής καταστάσεων ή ακριβέστερα ενός

συστήµατος µεταβάσεων, που περιγράφει ένα διερµηνευτή για τη γλώσσα προγραµµατισµού.

Γʹ.2.1.4 Λογισµός-λ

Ο λογισµός-λ είναι ένα µοντέλο υπολογισµού, που στηρίζεται στην ιδέα ότι µπορούµε να

δούµε τους αλγορίθµους ως µαθηµατικές συναρτήσεις, που αντιστοιχίζουν τις εισόδους στις

εξόδους τους. Προτάθηκε από τον Alonzo Church στη δεκαετία του ′30 ως συµβολισµός

για µία ϑεωρία ανώνυµων συναρτήσεων. Το όνοµα του λογισµού περιέχει τον ελληνικό
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χαρακτήρα λ, που χρησιµοποιείται σε συναρτησιακές εκφράσεις. Ο Church παρατήρησε ότι

όταν αναπαριστούµε µία συνάρτηση από µία έκφραση όπως η x+y, δεν είναι ξεκάθαρο ποια

ακριβώς είναι η οριζόµενη συνάρτηση. µία τέτοια έκφραση ϑα µπορούσε για παράδειγµα να

έχει την οποιαδήποτε από τις παρακάτω ερµηνείες :

1. ο αριθµός x+ y, όπου x και y κάποιοι δοθέντες αριθµοί,

2. η συνάρτηση f : x 7→ x + y, που αντιστοιχεί σ΄ έναν αριθµό x τον αριθµό x + y για

κάποια προκαθορισµένη τιµή y,

3. η συνάρτηση g : y 7→ x+ y, που αντιστοιχεί σε µία είσοδο y τον αριθµό x+ y για µία

προκαθορισµένη τιµή x ή

4. η συνάρτηση h : x, y 7→ x+ y, που δέχεται ως παραµέτρους τα x και y και παράγει ως

αποτέλεσµα την τιµή x+ y.

Από τις παραπάνω ερµηνείες είναι σαφές ότι η χρήση αριθµητικών εκφράσεων για την α-

ναπαράσταση συναρτήσεων είναι πηγή ασάφειας και γι΄ αυτό ο Church πρότεινε τη χρήση

ενός συµβολισµού, που δίνει έµφαση στη διάκριση µεταξύ των µεταβλητών, που χρησιµο-

ποιούνται ως παράµετροι και των µεταβλητών, που αναπαριστούν προκαθορισµένες τιµές.

Στο συµβολισµό αυτό, για µία συνάρτηση µε µία παράµετρο x προηγείται το σύµβολο λ και

η µεταβλητή x. Για παράδειγµα, η συνάρτηση f : x 7→ x+ y, που αντιστοιχεί σε µία είσοδο

x τον αριθµό x + y για κάποια προκαθορισµένη τιµή y γράφεται ως λx.x + y. Πιο συγκε-

κριµένα, οι συναρτήσεις που αναφέρθηκαν παραπάνω διακρίνονται εύκολα µεταξύ τους µε

τη χρήση του λογισµού-λ ως εξής :

• ο αριθµός x+ y γράφεται ως x+ y,

• η συνάρτηση f : x 7→ x+ y γράφεται ως λx.x+ y,

• η συνάρτηση g : y 7→ x+ y γράφεται ως λy.x+ y και

• η συνάρτηση h : x, y 7→ x+ y γράφεται ως λxy.x+ y

Το ϐασικό κίνητρο της δουλειάς του Church, όπως και στην περίπτωση του Turing, ήταν η

τυπική περιγραφή της έννοιας του αλγορίθµου για να καταστεί εφικτή η επίλυση κάποιων

από τα ανοικτά προβλήµατα, που πρότεινε ο Hilbert στο συνέδριο των µαθηµατικών το 1900.

Εκτός όµως από ένα εργαλείο για την ανάλυση προβληµάτων υπολογισιµότητας, ο λογισµός-

λ εξελίχθηκε πρόσφατα σ΄ ένα ιδιαίτερα χρήσιµο εργαλείο για τα εξής :

• τον ορισµό της σηµασίας των γλωσσών προγραµµατισµού,

• τη µελέτη τεχνικών υλοποίησης συναρτησιακών γλωσσών προγραµµατισµού,

• την κωδικοποίηση αποδείξεων σε µια σειρά συστηµάτων λογικής και



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Γʹ. ΘΕΩΡΙΑ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 29

• τη σχεδίαση εργαλείων για την απόδειξη ϑεωρηµάτων και την υποβοήθηση αποδείξεων.

Ο λογισµός-λ είναι ένα κατά Turing πλήρες µοντέλο υπολογισµού, που σηµαίνει ότι έχει την

ίδια υπολογιστική ισχύ µε τις µηχανές Turing.

Γʹ.2.2 Κλάσεις γλωσσών ως προς το ϐαθµό αποδοτικότητας της διαδικασίας

απόφασης

Για τις αποφασίσιµες γλώσσες, όπως τις ορίσαµε, υπάρχει καταρχήν µηχανή Turing, που

τερµατίζει για όλες τις εισόδους αποδεχόµενη τις συµβολοσειρές της γλώσσας, αν και µπορεί

για πολύ µεγάλες εισόδους να απαιτούνται περισσότερα ϐήµατα απ΄ όσα είναι δυνατό να

εκτελεστούν στο διάστηµα από την εποχή της µεγάλης ΄Εκρηξης για τη δηµιουργία του

σύµπαντος. Αξίζει εποµένως να εξετάσουµε την κλάση των αποφασίσιµων γλωσσών από µία

διαφορετική σκοπιά, που έχει να κάνει µε τους πόρους σε χρόνο και χώρο, που απαιτούνται

για τις πλέον προηγµένες διαδικασίες απόφασης, που έχουµε. Ορίζουµε τις εξής κλάσεις

γλωσσών:

• P , που περιλαµβάνει τις γλώσσες που αποφασίζονται σε χρόνο που µεταβάλλεται σε

πολυωνυµική συνάρτηση του µήκους της εισόδου,

• NP , που περιλαµβάνει τις γλώσσες που αποφασίζονται από µηχανή µε πολλές επιλογές

σε κάθε ϐήµα (µη ντεντερµινιστικές), τέτοιες ώστε ο χρόνος που απαιτείται για τη

διερεύνηση µιας ακολουθίας επιλογών (µο- νοπάτι) να µεταβάλλεται σε πολυωνυµική

συνάρτηση του µήκους της εισόδου και

• PSPACE, που περιλαµβάνει τις γλώσσες, που αποφασίζονται από µηχανή µε απαιτή-

σεις χώρου, που µεταβάλλονται σε πολυωνυµική συνάρτηση του µήκους της εισόδου.

Κλάσεις γλωσσών, όπως αυτές που ορίσαµε ως προς συγκεκριµένα είδη µηχανών µπορούν

να διαταχθούν σε µία ιεραρχία. ΄Ετσι, για τις γλώσσες που αναφέραµε ισχύει ότι :

P ⊆ NP ⊆ PSPACE (Γʹ.8)

Τα ϑεωρητικά προβλήµατα που σχετίζονται µε τη συγκεκριµένη ιεραρχία γλωσσών συνεχίζουν

να αποτελούν ένα σηµαντικό πεδίο έρευνας. Για παράδειγµα, ένα σηµαντικό ανοικτό Ϲήτηµα

είναι αν ισχύει η P = NP . Είναι δυνατό, αν και µάλλον απίθανο, ότι κάθε γλώσσα της

κλάσης NP είναι επίσης και στην P .

Γʹ.3 Κατάταξη γλωσσών

΄Εχουµε ορίσει τέσσερις διαφορετικές κλάσεις γλωσσών σε σχέση µε τον τύπο µηχανής, που

χρησιµοποιείται, για την αναγνώρισή τους. Αυτές είναι οι :
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• Κανονικές γλώσσες, που γίνονται αποδεκτές από κατάλληλα σχεδιασµένες µηχανές

πεπερασµένων καταστάσεων.

• Γλώσσες χωρίς συµφραζόµενα, που γίνονται αποδεκτές από κατάλληλα αυτόµατα στοί-

ϐας.

• Αποφασίσιµες γλώσσες, που η κάθε µία αποφασίζεται από µία µηχανή Turing, που

πάντα τερµατίζει.

• Ηµιαποφασίσιµες γλώσσες, που ηµιαποφασίζονται από κάποια µηχανή Turing, που

τερµατίζει για όλες τις συµβολοσειρές της γλώσσας.

Κάθε µία από τις κλάσεις γλωσσών αυτής της λίστας είναι γνήσιο υποσύνολο της επόµενης

κλάσης στη λίστα, όπως εξάλλου ϕαίνεται και στο Σχήµα της Ιεραρχίας Γλωσσών κατά

Chomsky . Καθώς λοιπόν εξετάζουµε τις διαφορετικές κλάσεις γλωσσών στην ιεραρχία από
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Γλώσσες 
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Γλώσσες 

 
Πεπερασμένα 

Αυτόματα 
 

Αυτόματα 
Στοίβας 

 
 
 
 
 

Μηχανές Turing 
 

Σχήµα Γʹ.5: Ιεραρχία γλωσσών κατά Chomsky

µέσα προς τα έξω έχουµε πρόσβαση σε εργαλεία µε ολοένα και µεγαλύτερη εκφραστική

ισχύ. ΄Ετσι, µπορούµε για παράδειγµα να περιγράψουµε τη γλώσσα {anbn : n ≥ 0} ως µία

γλώσσα χωρίς συµφραζόµενα, αλλά δε µπορούµε να την περιγράψουµε ως κανονική γλώσσα.

Επίσης η γλώσσα {anbncn : n ≥ 0} µπορεί να περιγραφεί ως αποφασίσιµη γλώσσα, αλλά δε

µπορεί να εκφραστεί ως γλώσσα χωρίς συµφραζόµενα ή ως κανονική γλώσσα. Η µεγαλύτερη

εκφραστικότητα όµως συνοδεύεται από ένα σχετικό κόστος, που µπορεί να αφορά την :
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• Υπολογιστική αποδοτικότητα. Οι µηχανές πεπερασµένων καταστάσεων εκτελούνται σε

χρόνο, που είναι γραµµική συνάρτηση του µήκους της συµβολοσειράς εισόδου. Η

εκτέλεση ενός αυτόµατου στοίβας απαιτεί χρόνο, που µεταβάλλεται ανάλογα προς τον

κύβο του µήκους της συµβολοσειράς εισόδου. Η εκτέλεση µιας µηχανής Turing µπορεί

να απαιτεί χρόνο, που µεταβάλλεται εκθετικά (ή πιο γρήγορα) ως προς το µήκος της

συµβολοσειράς εισόδου.

• Αποφασισιµότητα. Υπάρχουν διαδικασίες που δίνουν απάντηση σε πολύ σηµαντικά

Ϲητήµατα σχετικά µε τις µηχανές πεπερασµένων καταστάσεων. Για παράδειγµα, µπορεί

να απαντηθεί το ερώτηµα «αν µία συγκεκριµένη µηχανή πεπερασµένων καταστάσεων

αποδέχεται µία δοθείσα συµβολοσειρά» ή «αν µία µηχανή πεπερασµένων καταστάσεων

είναι ελάχιστη, δηλαδή η απλούστερη δυνατή για την αναπαράσταση της γλώσσας την

οποία ορίζει». Για τα αυτόµατα στοίβας µπορεί να απαντηθεί µόνο ένα υποσύνολο απ΄

αυτά τα ερωτήµατα, ενώ για τις µηχανές Turing δεν υπάρχει απάντηση για κανένα απ΄

αυτά.

• Σαφήνεια. Σήµερα υπάρχουν πολλά εργαλεία, που υποστηρίζουν τη σχεδίαση και

την ανάλυση µηχανών πεπερασµένων καταστάσεων, µε το JFLAP να είναι ένα απ΄

αυτά. Κάθε κανονική γλώσσα µπορεί επίσης να περιγραφεί από έναν παραγωγό γλώσ-

σας γνωστό ως κανονική έκφραση. Κάθε γλώσσα χωρίς συµφραζόµενα, εκτός του ότι

γίνεται αποδεκτή από κάποιο αυτόµατο στοίβας, µπορεί επίσης να περιγραφεί από

µία γραµµατική χωρίς συµφραζόµενα. Για πολλές περιπτώσεις γλωσσών οι γραµµα-

τικές χωρίς συµφραζόµενα είναι ένα επαρκές εργαλείο τεκµηρίωσής τους. ∆υστυχώς

δεν υπάρχουν αντίστοιχα εργαλεία για τις ευρύτερες κλάσεις των αποφασίσιµων και

ηµιαποφασίσιµων γλωσσών.

Κατά συνέπεια, για ϑεωρητικούς και πρακτικούς λόγους επιδιώκουµε πάντα ένα συγκεκριµέ-

νο πρόβληµα αναπαράστασης γλώσσας να το περιγράψουµε µε τον εκφραστικά ασθενέστερο

ϕορµαλισµό, που επαρκεί για τη διατύπωσή του.

Γʹ.4 Θέση των Church και Turing

Η Θέση των Church και Turing αφορά την έννοια µιας µηχανιστικής µεθόδου υπολογισµού,

αυτού δηλαδή που διαισθητικά αντιλαµβανόµαστε ως αλγόριθµο. µία µέθοδος ή διαδικασία

M , για την επίτευξη ενός επιθυµητού αποτελέσµατος χαρακτηρίζεται ως «µηχανιστική» ή

«αποτελεσµατική» µόνο στην περίπτωση που:

1. Η M είναι ένα σύνολο από πεπερασµένο αριθµό καλά καθορισµένων εντολών (κάθε

εντολή εκφράζεται από ένα πεπερασµένο αριθµό συµβόλων)

2. Αν η M εκτελεστεί χωρίς λάθος, τότε ϑα παράξει το επιθυµητό αποτέλεσµα µετά από

ένα πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων
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3. Η M µπορεί καταρχήν και στην πράξη να εκτελεστεί από άνθρωπο χωρίς τη ϐοήθεια

κάποιου µηχανισµού και χωρίς περιορισµούς πόρων

4. Η M δεν απαιτεί κάποια ιδιαίτερη γνώση ή εφευρετικότητα από τον άνθρωπο που την

εκτελεί.

΄Ενα γνωστό παράδειγµα «µηχανιστικού» υπολογισµού είναι η δοκιµή για ταυτολογία µε

πίνακα τιµών αληθείας. Στην πράξη ϐέβαια αυτή η δοκιµή δε δουλεύει για τύπους που

περιέχουν µεγάλο αριθµό προτασιακών µεταβλητών, αλλά ϐασικά είναι εφαρµόσιµη σε ο-

ποιονδήποτε τύπο του προτασιακού λογισµού, αν υπάρχει επαρκής χρόνος, υποµονή, χαρτί

και µολύβια.

Η ύπαρξη µηχανιστικής µεθόδου για την επίτευξη ενός αποτελέσµατος συνήθως εκφράζεται

λέγοντας ότι υπάρχει ένας τρόπος εύρεσης των τιµών µιας υπολογίσιµης συνάρτησης. Για

παράδειγµα, αν υπάρχει µηχανιστική µέθοδος που καθορίζει το αν ένας τύπος προτασιακής

λογικής (δεν) είναι ταυτολογία, αυτό εκφράζεται λέγοντας ότι υπάρχει µηχανιστική µέθοδος

υπολογισµού των τιµών µιας συνάρτησης T µε πεδίο ορισµού το σύνολο των έγκυρων τύπων

προτασιακής λογικής και τιµή για ένα δοθέν τύπο x, που γράφεται ως T (x) και είναι 1 ή 0

ανάλογα µε το αν το x είναι ταυτολογία ή όχι.

Η έννοια της µηχανιστικής µεθόδου δεν ορίζεται αυστηρά και όλες οι προσπάθειες προς αυ-

τή την κατεύθυνση αφήνουν δίχως ερµηνεία τη ϐασική απαίτηση ότι δεν απαιτείται κάποια

ιδιαίτερη γνώση ή εφευρετικότητα.

΄Ενα από τα επιτεύγµατα των Church και Turing ήταν ότι µε τις εργασίες τους παρουσία-

σαν δύο µαθηµατικά διατυπωµένες προτάσεις, που µπορούν να αντικαταστήσουν την άτυπη

δήλωση «µπορεί να υπολογιστεί από µία µηχανιστική µέθοδο». Βέβαια, οι δύο προτάσεις

ήταν πολύ διαφορετικές µεταξύ τους, αλλά τελικά αποδείχθηκε ότι είναι ισοδύναµες, µε την

έννοια ότι η κάθε µία τελικά αναφέρεται στο ίδιο σύνολο υπολογίσιµων συναρτήσεων.

Η Θέση των Church και Turing είναι ένας ισχυρισµός ότι το σύνολο αυτών των συναρτήσεων

περιλαµβάνει κάθε συνάρτηση, που ικανοποιεί τις παραπάνω προϋποθέσεις για να χαρακτη-

ϱίζεται µηχανιστική (ϐεβαίως αν υπήρχαν συναρτήσεις για τις οποίες οι άτυπες προϋποθέσεις

ήταν αληθείς αλλά όχι οι µαθηµατικά διατυπωµένες προτάσεις, τότε οι δεύτερες ϑα ήταν λι-

γότερο γενικές και δε ϑα µπορούσαν να αντικαταστήσουν τις άτυπες προϋποθέσεις).

Η τυπικά ορισµένη έννοια, που προτάθηκε από τον Turing ήταν η υπολογισιµότητα από µία

µηχανή Turing. Υποστήριξε (Θέση του Turing) ότι «όταν υπάρχει µηχανιστική µέθοδος για την

εύρεση των τιµών µιας υπολογίσιµης συνάρτησης, η συνάρτηση αυτή µπορεί να υπολογιστεί από

µία µηχανή Turing ». µπορεί ϐεβαίως εύκολα να ϑεµελιωθεί και ο αντίστροφος ισχυρισµός
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για το ότι ένα πρόγραµµα µηχανής Turing είναι το ίδιο του µία προδιαγραφή µηχανιστικής

µεθόδου: χωρίς να επιστρατεύεται ιδιαίτερη γνώση ή εφευρετικότητα µπορεί ένας άνθρωπος

να επεξεργαστεί τις εντολές ενός προγράµµατος και να εκτελέσει τις απαιτούµενες ενέργειες.

Αν η Θέση του Turing είναι σωστή, τότε η συζήτηση για την (µη) ύπαρξη µηχανιστικών µε-

ϑόδων στο χώρο των µαθηµατικών, της Λογικής και της Επιστήµης των Υπολογιστών µπορεί

να αντικατασταθεί από την (µη) ύπαρξη προγραµµάτων µηχανής Turing.

Ο Church χρησιµοποίησε την άτυπη έννοια του «µηχανιστικά υπολογίσιµου» για να δείξει

ότι υπάρχει µία µηχανιστική µέθοδος υπολογισµού των τιµών µιας συνάρτησης. Πρότεινε

τον ορισµό µιας «µηχανιστικά υπολογίσιµης» συνάρτησης ϑετικών ακεραίων µε την έννοια

της αναδροµικής συνάρτησης µ ϑετικών ακεραίων.

Η έννοια της αναδροµικής συνάρτησης είχε ϐεβαίως οριστεί µαθηµατικά από τον Godel το

1934 και τον Herbrand το 1931, ενώ αργότερα ο Church έδειξε ότι για τους ϑετικούς ακε-

ϱαίους οι συγκεκριµένες συναρτήσεις δε διαφέρουν από αυτές που ο ίδιος είχε περιγράψει

ως λ-ορισµένες. ΄Οταν ο Turing έµαθε για την πρόταση του Church, άµεσα ϑεµελίωσε ότι η

έννοια λ-ορισµένη και η δική του έννοια υπολογισιµότητας είναι ισοδύναµες. ΄Ετσι, κατά την

πρόταση του Church, οι λέξεις «αναδροµική συνάρτηση ϑετικών ακεραίων» µπορούν να αντι-

κατασταθούν από τις λέξεις «συνάρτηση ϑετικών ακεραίων υπολογίσιµη από µηχανή Turing».

Τελικά η Θέση του Church είναι ότι «µία συνάρτηση ϑετικών ακεραίων είναι µηχανιστικά

υπολογίσιµη µόνο αν αυτή είναι αναδροµική».

Ο όρος «Θέση των Church-Turing» ϕαίνεται ότι για πρώτη ϕορά εισήχθη από τον Kleene,

µε µία µικρή εύνοια για τη συνεισφορά του Church: «Εποµένως οι Θέσεις των Church και

Turing είναι ισοδύναµες. Θα αναφερόµαστε σ΄ αυτές χρησιµοποιώντας συνήθως τον όρο Θέση

του Church ή ως Θέση των Church - Turing αν πρόκειται για µία από τις εκδόσεις της, που

συνδέεται µε τις µηχανές Turing».

Η σύνδεση µιας µαθηµατικής έννοιας µε την έννοια του αλγορίθµου µέσω της Θέσης των

Church - Turing µας δίνει τη δυνατότητα µεταξύ άλλων να µπορούµε να αποδείξουµε ότι

συγκεκριµένα υπολογιστικά προβλήµατα δε µπορούν να επιλυθούν από κανένα αλγόριθµο.

Το να ϐρούµε συγκεκριµένα παραδείγµατα υπολογιστικών προβληµάτων που δε µπορούν

να επιλυθούν στα πλαίσια ενός µοντέλου υπολογισµού είναι ϐεβαίως πολύ ενδιαφέρον, αλλά

αυτό αποδεικνύεται µε διαφορετικό τρόπο στην περίπτωση των µηχανών Turing από ότι στην

περίπτωση γλωσσών µη αναγνωρίσιµων από πεπερασµένα αυτόµατα και αυτόµατα στοίβας.

Γʹ.5 Ντετερµινισµός και µη ντετερµινισµος

΄Ενα µη ντετερµινιστικό πρόγραµµα ή αλγόριθµος ενσωµατώνει ένα είδος επιλογής σε κά-

ποια στάδια της εκτέλεσής του. Τα προγράµµατα που εκτελούνται στους υπολογιστές µας

είναι ντετερµινιστικά, που σηµαίνει ότι κάθε εκτελέσιµο ϐήµα προσδιορίζεται µε µοναδικό
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τρόπο. Από την άλλη µεριά, στα µη ντετερµινιστικά προγράµµατα οι ενέργειες που αντι-

στοιχούν σ΄ ένα ή περισσότερα ϐήµατα εκτέλεσης εξαρτώνται από έναν αριθµό εναλλακτικών

περιπτώσεων. Χρησιµοποιούµε το µη ντετερµινισµό ως ένα µέσο, που διευκολύνει τον ορι-

σµό µιας µηχανιστικής µεθόδου υπολογισµού και όχι για την υλοποίηση µιας ϱεαλιστικής

εκτελέσιµης λύσης για ένα πρόβληµα.

Για καλύτερη κατανόηση της συµπεριφοράς ενός µη ντετερµινιστικού προγράµµατος ως προς

ένα ντετερµινιστικό, υποθέτουµε ότι κάθε ϕορά που πρόκειται να γίνει µία επιλογή ενεργο-

ποιούνται πολλά αντίγραφα του προγράµµατος µε το καθένα να εκτελεί µία διαφορετική

επιλογή. Το αντίγραφο του προγράµµατος, που πρώτο επιτυγχάνει τη λύση του προβλή-

µατος τερµατίζει όλα τ΄ άλλα ενεργά αντίγραφα και έτσι µία µη επιτυχής εκτέλεση σ΄ ένα

αντίγραφο δεν επηρεάζει τις άλλες εκτελέσεις. Απλουστευτικά µπορούµε να υποθέσουµε

ότι ένα µη ντετερµινιστικό πρόγραµµα ϑα µπορούσε να «εκτελείται» ακολουθώντας πάντα

τη «σωστή» επιλογή, εφόσον ϐέβαια αυτή συµπεριλαµβάνεται στις εναλλακτικές που έχουν

οριστεί. Επιπλέον, όταν ένας επιτυχής τερµατισµός είναι εφικτός, τότε το µη ντετερµινιστικό

πρόγραµµα «εκτελεί» µία ακολουθία επιλογών, που είναι η πιο σύντοµη από τις ακολουθίες,

που οδηγούν σε επιτυχή τερµατισµό. Σε µία τέτοια ανάλυση µπορούµε να αγνοήσουµε τις

ακολουθίες επιλογών, που δεν οδηγούν στο επιδιωκόµενο αποτέλεσµα.

Το ερώτηµα είναι αν η προσθήκη της δυνατότητας µη ντετερµινιστικής επιλογής σ΄ ένα πρό-

γραµµα µας επιτρέπει να ορίσουµε λύσεις για προβλήµατα, που διαφορετικά δε ϑα λύνονταν.

Η απάντηση σ΄ αυτό το ερώτηµα τελικά εξαρτάται από τις άλλες δυνατότητες που έχει η γλώσ-

σα προγραµµατισµού ή το µοντέλο υπολογισµού που χρησιµοποιούµε. Ας υποθέσουµε, για

παράδειγµα, ότι τα προγράµµατά µας περιγράφονται µε µηχανές πεπερασµένων καταστάσε-

ων. ΄Ενας τρόπος για να ενσωµατώσουµε τη µη ντετερµινιστική επιλογή είναι να επιτρέψουµε

τον ορισµό δύο ή περισσότερων µεταβάσεων µε τον ίδιο χαρακτήρα από µία κατάσταση. Αυτό

επιδεικνύεται µε το απλό παράδειγµα του Σχήµατος Γʹ.6. Θα λέµε ότι ένα µη Ντετερµινιστι-

κό Πεπερασµένο Αυτόµατο (µΝΠΑ) αποδέχεται µία συµβολοσειρά, αν και µόνο αν υπάρχει

τουλάχιστο ένα µονοπάτι από την αρχική κατάσταση σε µία κατάσταση αποδοχής. Από την

άλλη, η συµβολοσειρά απορρίπτεται αν και µόνο αν δεν υπάρχει µονοπάτι που οδηγεί σε

κατάσταση αποδοχής. Ο µη ντετερµινισµός διευκολύνει την αναπαράσταση µιας γλώσσας µε

µηχανή πεπερασµένων καταστάσεων και ταυτόχρονα ισχύει ότι όταν ένα µΝΠΑ αποδέχεται

κάποια γλώσσα L, τότε υπάρχει επίσης ένα πολύ πιο µεγάλο και σύνθετο Ντεντερµινιστικό

Πεπερασµένο Αυτόµατο (ΝΠΑ), που αποδέχεται την L. ΄Αρα η προσθήκη της µη ντετερµινιστι-

κής επιλογής δε µεταβάλει την κλάση των γλωσσών, που γίνονται αποδεκτές από τις µηχανές

πεπερασµένων καταστάσεων. Ας υποθέσουµε τώρα ότι τα προγράµµατά µας περιγράφονται

µε αυτόµατα στοίβας. Ενσωµατώνοντας τη µη ντετερµινιστική επιλογή, επιτρέπουµε την

ύπαρξη ανταγωνιστικών µεταβάσεων από µία κατάσταση. Η προσθήκη της µη ντετερµινιστι-

κής επιλογής προσδίδει µεγαλύτερη υπολογιστική ισχύ: υπάρχουν γλώσσες που µπορεί να

γίνονται αποδεκτές από αυτόµατα στοίβας µε µη ντετερµινιστική επιλογή, όµως δε γίνονται

αποδεκτές από κανένα αυτόµατο στοίβας µε µόνο ντετερµινιστικές µεταβάσεις. Τέλος, ας
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Σχήµα Γʹ.6: µη ντεντερµινιστικό αυτόµατο µε δύο µεταβάσεις µε 0 από την q0

υποθέσουµε ότι τα προγράµµατά µας περιγράφονται ως µηχανές Turing ή ως κώδικας σε

κάποια σύγχρονη γλώσσα προγραµµατισµού. Τότε, επανερχόµαστε σε όσα ισχύουν για τις

µηχανές πεπερασµένων καταστάσεων. Ο µη ντετερµινισµός είναι ένα πολύ χρήσιµο σχεδια-

στικό εργαλείο, που µας επιτρέπει να περιγράφουµε σύνθετα προγράµµατα χωρίς να µας

απασχολούν οι λεπτοµέρειες για το πώς γίνεται η αναζήτηση των ακολουθούµενων επιλογών.

Αν όµως για ένα πρόβληµα υπάρχει µία µη ντετερµινιστική µηχανή Turing, τότε υπάρχει

και µία ντεντερµινιστική, που επίσης επιλύει το πρόβληµα.

Στις δύο περιπτώσεις (πεπερασµένα αυτόµατα και µηχανές Turing), που ο µη ντετερµινισµός

δεν προσθέτει επιπλέον υπολογιστικές δυνατότητες στη µηχανή, χρησιµοποιείται λόγω της

µεγαλύτερης περιγραφικής ισχύος του. Αυτά τα αποτελέσµατα καθιστούν το µη ντετερµινι-

σµό χρήσιµο ως ένα αποτελεσµατικό εργαλείο σχεδίασης της συµπεριφοράς ενός συστήµατος,

ενώ η εργασία της δηµιουργίας ενός ντετερµινιστικού προγράµµατος αυτοµατοποιείται από

ένα µεταφραστή. Ο µη ντετερµινισµός παίζει επίσης σηµαντικό ϱόλο κατά την ανάλυση της

πολυπλοκότητας µιας λύσης σε ένα πρόβληµα: πόσος είναι ο απαιτούµενος χρόνος εκτέλε-

σης και µνήµη ; Σε αυτού του τύπου την ανάλυση, ο µη ντετερµινισµός µας επιτρέπει να

διαχωρίσουµε την ανάλυση σε δύο µέρη:

1. Την πολυπλοκότητα ενός µόνο µονοπατιού µέσα στο δέντρο αναζήτησης µε τις εναλλα-

κτικές περιπτώσεις στις µη ντετερµινιστικές επιλογές του προγράµµατος. Κάθε τέτοιο

µονοπάτι στην τυπική περίπτωση αντιστοιχεί στον έλεγχο µιας πλήρους ακολουθίας

επιλογών προκειµένου να διαπιστωθεί αν αυτή αποτελεί λύση για το πρόβληµα.

2. Τη συνολική πολυπλοκότητα όλης της διαδικασίας αναζήτησης της λύσης.

Παρότι λοιπόν ο µη ντετερµινισµός ϕαίνεται να µη διευρύνει την έννοια του µηχανιστικού υ-

πολογισµού ή αλγορίθµου, είναι ένα πολύ χρήσιµο εργαλείο κατά την ανάλυση των διαφόρων

προβληµάτων και στο να ϐρούµε το πώς αυτά αναπαριστώνται µε τα µοντέλα υπολογισµού

που περιγράφουµε.



Κεφάλαιο Δʹ

Μηχανές Turing

Οι µηχανές Turing (ΜΤ) δεν είναι απλά µία ακόµη µηχανή αναγνώρισης για κάποια ευρύ-

τερη οικογένεια γλωσσών από τις γλώσσες, που γίνονται δεκτές από τα Αυτόµατα Στοίβας.

Σύµφωνα µε τη Θέση των Church και Turing, οι ΜΤ είναι ένα γενικό µοντέλο υπολογισµού,

που µπορεί δυνητικά να εκτελέσει οποιονδήποτε αλγόριθµο. Στο κεφάλαιο αυτό εισάγουµε

τους ϐασικούς ορισµούς και παρουσιάζουµε παραδείγµατα, που επιδεικνύουν τις διάφορες

χρήσεις των ΜΤ: αποδοχή µιας γλώσσας, υπολογισµός µιας συνάρτησης, καθώς και εκτέλε-

ση υπολογισµών διαφόρων άλλων τύπων. Επίσης αναφερόµαστε εν συντοµία σε παραλλαγές

των ΜΤ, όπως οι ΜΤ πολλών ταινιών. Εισάγουµε τις µη Ντεντερµινιστικές ΜΤ, καθώς και τη

Γενική ΜΤ, που λειτουργεί όπως ακριβώς ο σύγχρονος υπολογιστής, όταν αυτός εκτελεί ένα

πρόγραµµα αποθηκευµένο στη µνήµη του.

∆ʹ.1 Ορισµός µηχανών Turing (ΜΤ)

Τόσο τα Πεπερασµένα Αυτόµατα (ΠΑ) όσο και τα Αυτόµατα Στοίβας (ΑΣ) δέχονται µία συµ-

ϐολοσειρά στην είσοδο και εκτελούν έναν αλγόριθµο για να παράξουν ένα αποτέλεσµα α-

κολουθώντας το σύνολο κανόνων, που αντιστοιχεί στον τύπο της µηχανής. Στις δύο αυτές

περιπτώσεις, η µηχανή µπορεί να εκτελέσει µόνο συγκεκριµένης µορφής αλγορίθµους : στην

περίπτωση ενός ΠΑ εκτελούνται αλγόριθµοι, που χαρακτηρίζονται από ένα απόλυτο όριο στο

µέγεθος της πληροφορίας, που αποµνηµονεύεται, ενώ στην περίπτωση των ΑΣ εκτελούνται

µόνο αλγόριθµοι, για τους οποίους αρκεί η προσπέλαση πληροφορίας µε ϐάση τους κανόνες

της στοίβας.

΄Οπως είδαµε είναι εύκολο να ϐρούµε περιπτώσεις γλωσσών, που δε γίνονται δεκτές από τις

συγκεκριµένες µηχανές εξαιτίας των προαναφερόµενων περιορισµών.

Το αφαιρετικό µοντέλο υπολογισµού, που επινόησε ο Turing δεν προήλθε από την επέκτα-

ση ενός ΠΑ µε µία επιπλέον δοµή δεδοµένων και δε ϑα µπορούσε να συµβεί αυτό, καθώς

είναι προγενέστερο από τα ΠΑ. Ο αρχικός στόχος του Turing ήταν να επιδείξει τους εγγενείς

περιορισµούς των αλγοριθµικών µεθόδων και γι΄ αυτό το λόγο, όπως είδαµε επικεντρώθηκε

36
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στη µελέτη του Entscheidungsproblem. ΄Ετσι, ξεκίνησε µε την ιδέα να σχηµατοποιήσει ένα

µοντέλο αρκετά γενικό ώστε να µπορεί καταρχήν να εκτελέσει έναν οποιοδήποτε αλγόριθµο,

ώστε να οδηγηθεί στο συµπέρασµα ότι οι όποιες αδυναµίες του µοντέλου είναι ϐασικά πε-

ϱιορισµοί της αλγοριθµικής µεθόδου. Ο σκοπός λοιπόν της ΜΤ ήταν να παίξει το ϱόλο ενός

ϑεωρητικού µοντέλου και όχι µιας πρακτικής προσέγγισης για την εκτέλεση υπολογισµών.

Παρόλα αυτά, η ΜΤ επιδεικνύει πολλά από τα χαρακτηριστικά των σύγχρονων ηλεκτρονικών

υπολογιστών.

Ο Turing υπέθεσε έναν άνθρωπο - υπολογιστή, ο οποίος εργάζεται µε µολύβι και χαρτί.

Αποφάσισε λοιπόν, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ότι αυτός ο υπολογιστής λειτουργεί µε

κάποιους απλούς κανόνες. Πρώτον, ο υπολογιστής µπορεί να εγγράψει στο χαρτί µόνο σύµ-

ϐολα από ένα καθορισµένο πεπερασµένο αλφάβητο. ∆εύτερον, κάθε ϐήµα, που εκτελεί ο

υπολογιστής, εξαρτάται µόνο από το σύµβολο που διαβάζει και την «κατάσταση της µνήµης»

εκείνη τη στιγµή. Τρίτον, παρόλο που η «κατάσταση της µνήµης» µπορεί να µεταβάλλεται

ως αποτέλεσµα ανάγνωσης διαφορετικών συµβόλων, µόνο ένας πεπερασµένος αριθµός δια-

κριτών καταστάσεων είναι επισκέψιµος. µε ϐάση αυτές τις αρχές, ο Turing αποµόνωσε τις

ενέργειες, που εκείνος ϑεώρησε ως στοιχειώδη ϐήµατα στην εκτέλεση ενός υπολογισµού:

1. Ανάγνωση ενός συµβόλου από το χαρτί.

2. ∆ιαγραφή ενός συµβόλου ή αντικατάστασή του από ένα άλλο.

3. µετακίνηση της προσοχής από ένα σύµβολο σε ένα άλλο γειτονικό σύµβολο.

Περιγράφουµε τώρα µε περισσότερες λεπτοµέρειες τη λειτουργία µιας ΜΤ, µε σκοπό να εισά-

γουµε τον τυπικό ορισµό της. µία ΜΤ λειτουργεί µε ϐάση δύο πεπερασµένα αλφάβητα: ένα

αλφάβητο εισόδου και ένα δεύτερο, πιθανόν µεγαλύτερο, που χρησιµοποιείται κατά τον υπο-

λογισµό. Χρησιµοποιεί επίσης ένα πεπερασµένο σύνολο καταστάσεων, που αντιστοιχεί στις

διακριτές «καταστάσεις της µνήµης» του ανθρώπου - υπολογιστή, κατά τον Turing. Για την

εγγραφή των υπολογισµών, ένα ϕύλλο χαρτί ϑα εκτείνονταν σε δύο διαστάσεις, αλλά ο Turing

υιοθέτησε µία απλουστευτική προσέγγιση υποκαθιστώντας το µε µία ταινία, που εκτείνεται

απείρως προς τις δύο κατευθύνσεις. Οι ϑέσεις της ταινίας απεικονίζονται µε τετράγωνα, που

στο καθένα µπορεί να εγγραφεί ένα σύµβολο. Αν σε ένα τετράγωνο δεν έχει καταχωρηθεί κά-

ποιο σύµβολο, τότε λέµε ότι αυτό περιέχει το κενό σύµβολο. Σε κάποιες περιπτώσεις, ϐολεύει

να αναφερόµαστε στα τετράγωνα της ταινίας µε αύξουσα αρίθµηση ξεκινώντας από το 0 και

µε κατεύθυνση προς τα δεξιά, αλλά αυτή η αρίθµηση δεν είναι µέρος του ϐασικού ορισµού

του µοντέλου και ϐεβαίως οι αριθµοί δεν είναι απαραίτητοι για την περιγραφή της λειτουργί-

ας της µηχανής. Η ανάγνωση και η εγγραφή στην ταινία οπτικοποιείται µε την κίνηση µιας

κεφαλής ανάγνωσης/εγγραφής, που σε µία δεδοµένη στιγµή ϑα ϐρίσκεται σε κάποιο από

τα τετράγωνα της ταινίας. Στο Σχήµα ∆ʹ.7 ανακαλούµε την απεικόνιση της λειτουργίας µιας

µηχανής Turing, που παρουσιάσαµε, µε την κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής να εµφανίζεται

µε ένα τόξο. µία κίνηση της ΜΤ καθορίζεται από την τρέχουσα κατάσταση και το σύµβολο
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Πεπερασμένος 
έλεγχος  

καταστάσεων 

... α α b b c c ...

Σχήµα ∆ʹ.7: Απεικόνιση της λειτουργίας µιας µηχανής Turing

της ταινίας, στο οποίο δείχνει η κεφαλή και προσδιορίζεται από τρεις πιθανές µεταβολές :

1. Αλλαγή της τρέχουσας κατάστασης σε µία επόµενη κατάσταση πιθανώς διαφορετική.

2. Αντικατάσταση του συµβόλου στο τετράγωνο της τρέχουσας ϑέσης της κεφαλής µε ένα

άλλο πιθανώς διαφορετικό σύµβολο.

3. µετακίνηση της κεφαλής ανάγνωσης/εγγραφής µία ϑέση προς τα δεξιά ή προς τα

αριστερά.

Η ταινία παίζει το ϱόλο της συσκευής εισόδου (η είσοδος είναι η πεπερασµένη συµβολοσει-

ϱά από µη κενά σύµβολα, που αρχικά ϐρίσκεται στην ταινία), της διαθέσιµης µνήµης για

χρήση κατά τη διάρκεια του υπολογισµού, αλλά και της συσκευής εξόδου. Η έξοδος, αν

ενδιαφέρει, είναι η συµβολοσειρά µε τα σύµβολα, που τελικά µένουν στην ταινία µετά από

τον υπολογισµό.

Μία σηµαντική διαφορά µεταξύ της ΜΤ και των δύο απλούστερων τύπων µηχανής, µε τους

οποίους ασχοληθήκαµε, είναι το ότι στις ΜΤ δεν περιοριζόµαστε µόνο σε ένα πέρασµα επε-

ξεργασίας της εισόδου από τα αριστερά προς τα δεξιά και εκτέλεσης του υπολογισµού κατά

την ανάγνωση. Η συµβολοσειρά εισόδου ϐρίσκεται αρχικά στην ταινία πριν από την έναρξη

του υπολογισµού. µπορεί ενίοτε να αντιλαµβανόµαστε τη λειτουργία της µηχανής ως ανά-

γνωση της εισόδου, καθώς η κεφαλή κινείται πάνω στην ταινία, αλλά συχνά το πέρασµα της

κεφαλής από τετράγωνα που περιέχουν σύµβολα εισόδου γίνεται απλά για να µεταβεί σε ένα

άλλο µέρος της ταινίας. Αυτό είναι συµβατό µε την επεξεργασία από έναν άνθρωπο - υπολο-

γιστή, που µπορεί να εξετάζει ένα µέρος της εισόδου, να την τροποποιεί ή να τη διαγράφει

και στη συνέχεια να εκτελεί κάποιους υπολογισµούς σε µία διαφορετική περιοχή της ταινί-

ας, χωρίς να αποκλείεται η επιστροφή του για να επανεξετάσει την είσοδο και να επαναλάβει

οποιεσδήποτε από αυτές τις ενέργειες ή ενδεχοµένως να σταµατήσει τον υπολογισµό ακόµη

και πριν εξαντλήσει όλα τα περιεχόµενα της εισόδου, αφού όλα τα παραπάνω είναι πιθανά.

Οι δύο ϐασικές χρήσεις µιας ΜΤ, στις οποίες ϑα επικεντρωθούµε είναι η αποδοχή µιας γλώσ-

σας και ο υπολογισµός µιας συνάρτησης. Η πρώτη χρήση µοιάζει µε τον υπολογισµό ενός

ΠΑ ή ενός ΑΣ, µόνο που οι γλώσσες των ΜΤ µπορεί να είναι πιο γενικές. Η δεύτερη χρήση
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είναι εφικτή, εξαιτίας των επιπλέον δυνατοτήτων εξόδου των ΜΤ.

΄Ενα ΠΑ απαιτείται να έχει περισσότερες από µία τελικές καταστάσεις, αν για δύο συµβολοσει-

ϱές u και v που γίνονται αποδεκτές διαφέρει η πληροφορία, που πρέπει να αποµνηµονεύεται.

Επιπλέον, µπορεί οι u και v να γίνονται αποδεκτές αµφότερες, αλλά η µηχανή να δέχεται

επιπλέον είσοδο και στην περίπτωση αυτή οι ενέργειές της να καθορίζονται από το αν αρχικά

ϐρήκε την u ή την v. µία ΜΤ δε χρειάζεται να αποφανθεί αν κάθε πρόθεµα της συµβολοσει-

ϱάς εισόδου είναι αποδεκτό ή όχι. µπορεί να αρχίσει τον υπολογισµό της µε ολόκληρη τη

συµβολοσειρά στην είσοδο και όταν αποφασίσει να αποδεχτεί την είσοδο ή να την απορρίψει,

τότε ο υπολογισµός τερµατίζεται. Γι΄ αυτό το λόγο, µία ΜΤ δε χρειάζεται περισσότερες από

δύο τελικές καταστάσεις, µία που ϑα εκφράζει αποδοχή και µία άλλη για την απόρριψη. Αν

τώρα µία ΜΤ εκτελεί υπολογισµούς άλλου τύπου, τότε όταν ο υπολογισµός ολοκληρώνεται

κανονικά τερµατίζεται σε µία κατάσταση αποδοχής, ενώ η κατάσταση απόρριψης εκφράζε-

ται από κάποιου είδους «αποτυχία» ή µη αναµενόµενο τερµατισµό. µία τέτοια περίπτωση

είναι οι υπολογισµοί της ΜΤ του Σχήµατος Γʹ.4, όπου µόνο οι συµβολοσειρές της µορφής

{anbncn : n ≥ 0} οδηγούν τελικά τη µηχανή στην εικονιζόµενη κατάσταση τερµατισµού.

µε τις ΜΤ υπάρχει ένα επιπλέον Ϲήτηµα σε σύγκριση µε τους υπολογισµούς στα ΠΑ και τα

ΑΣ. Αν µία ΜΤ αποφασίσει την αποδοχή ή την απόρριψη της συµβολοσειράς εισόδου, τότε

τερµατίζει την εκτέλεσή της. Αν όµως δεν αποφασίσει ένα από τα δύο ενδεχόµενα, τότε, όπως

είδαµε µπορεί να συνεχίζει την εκτέλεσή της για πάντα. Τυπικά, µία ΜΤ ορίζεται ως εξής :

Ορισµός ∆ʹ.1.1. µία ΜΤ M ορίζεται ως εξάδα (K,Σ,Γ, δ, s,H) µε :

• K να είναι ένα πεπερασµένο σύνολο καταστάσεων,

• Σ να είναι το αλφάβητο εισόδου στο οποίο δεν περιλαµβάνεται το κενό σύµβολο �,

• Γ να είναι το αλφάβητο µε όλα τα σύµβολα, που µπορεί να εµφανίζονται στην ταινία,

συµπεριλαµβανοµένων του � και των συµβόλων του Σ,

• s ∈ K να είναι η αρχική κατάσταση,

• H ⊆ K να είναι το σύνολο των καταστάσεων τερµατισµού και

• δ η συνάρτηση µετάβασης, που αντιστοιχίζει διατεταγµένα Ϲεύγη από το (K − H) ×
Γ στοK × Γ× {→,←}.

Αν η συνάρτηση δ περιλαµβάνει τη µετάβαη (p, a), (q, b, d) µε p, q ∈ K, a, b ∈ Γ και d ∈
{→,←}, τότε όταν η M ϐρίσκεται στην κατάσταση p µε το σύµβολο a στην κεφαλή ανά-

γνωσης/εγγραφής, ϑα µεταβεί στην κατάσταση q και ϑα εγγράψει b στη ϑέση του a, ενώ ϑα

µετακινήσει την κεφαλή µία ϑέση προς την κατεύθυνση d, δηλαδή µία ϑέση προς τα δεξιά ή

µία ϑέση προς τα αριστερά.
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Αρχικά σε όλες τις ϑέσεις της ταινίας εκτός από εκείνες της συµβολοσειράς εισόδου υπάρχει

το κενό σύµβολο �. Υποθέτουµε ότι η συµβολοσειρά εισόδου στην ταινία δε µπορεί να

περιλαµβάνει το �. Ασφαλώς η ΜΤ µπορεί να εγγράψει το � σε οποιαδήποτε ϑέση της

ταινίας, όπως ακριβώς ισχύει και για οποιοδήποτε άλλο σύµβολο του Γ. Αυτό σηµαίνει

ότι χρειάζεται προσοχή στον ορισµό µιας ΜΤ, που εκτελεί αυτή την ενέργεια, καθώς σε κάθε

περίπτωση ϑα πρέπει η µηχανή να διακρίνει το τέλος της εισόδου από τα κενά, που εισάγονται

κατά την επεξεργασία της εισόδου.

Η συνάρτηση δ ορίζεται για όλα τα Ϲεύγη (q, σ) µε q µία µη τερµατική κατάσταση και σ ∈ Γ

και αφού πρόκειται για συνάρτηση µετάβασης - όχι σχέση- είναι σαφές ότι ο Ορισµός που

δώσαµε αναφέρεται σε Ντεντερµινιστικές µηχανές Turing.

Παράδειγµα ∆ʹ.1.1. Καρκινικές συµβολοσειρές άρτιου µήκους Επιδεικνύουµε τη λειτουργία

και τον ορισµό µιας ΜΤ, που αποδέχεται το σύνολο των συµβολοσειρών{
w ∈ {0, 1}∗ : w = wR και ηw έχει άρτιο µήκος

}
.

Η συγκεκριµένη ΜΤ διαβάζει το πρώτο µη κενό σύµβολο της ταινίας (0 ή 1), το αντικαθιστά µε�

και αλλάζει κατάσταση (q1 ή q2). Στη συνέχεια σαρώνει το υπόλοιπο της συµβολοσειράς προς τα

δεξιά χωρίς να την αλλάζει, µέχρι να εντοπίσει�. Ακολούθως η κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής

µετακινείται προς τα αριστερά. Αν το σύµβολο στη δεξιότερη ϑέση της συµβολοσειράς ταυτίζεται

µε το σύµβολο στην αριστερότερη ϑέση (που αντικαταστάθηκε µε � έχοντας όµως καταγραφεί

στη «µνήµη»), τότε εγγράφεται � στην τελευταία από δεξιά ϑέση. ∆ιαφορετικά η ΜΤ τερµατίζει.

µετά η κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής µετακινείται προς τα αριστερά µέχρι να συναντήσει �.

Τα ϐήµατα του υπολογισµού επαναλαµβάνονται, ενώ µεταβάλεται η κατάσταση της µηχανής

µε κατάλληλο τρόπο. Τυπικά η Ϲητούµενη ΜΤ ορίζεται ως εξής :

M = ({q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, ha, hr} , {0, 1} , {0, 1,�} , δ, q0, {ha, hr}) (∆ʹ.1)
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όπου

δ = ( ((q0, 0), (q1,�,→)) ,

((q0, 1), (q2,�,→)) ,

((q0,�), (ha,�,→)) ,

((q1, 0), (q1, 0,→)) ,

((q1, 1), (q1, 1,→)) ,

((q1,�), (q3,�,←)) ,

((q2, 0), (q2, 0,→)) ,

((q2, 1), (q2, 1,→)) ,

((q2,�), (q4,�,←)) ,

((q3, 0), (q5,�,←)) ,

((q3, 1), (hr, 1,→)) ,

((q3,�), (hr,�,→)) ,

((q4, 0), (hr, 0,→)) ,

((q4, 1), (q6,�,←)) ,

((q4,�), (hr,�,→)) ,

((q5, 0), (q5, 0,←)) ,

((q5, 1), (q5, 1,←)) ,

((q5,�), (q0,�,→)) ,

((q6, 0), (q6, 0,←)) ,

((q6, 1), (q6, 1,←)) ,

((q6,�), (q0,�,→)))

Η περιγραφή της συνάρτησης µετάβασης δ µιας ΜΤ µε πεντάδες, όπως στο Παράδειγµα

µας δεν είναι ιδιαίτερα πρακτική και για αυτό το λόγο έχει υιοθετηθεί στη ϐιβλιογραφία η

γραφική αναπαράσταση, που έχουµε χρησιµοποιήσει και συγκεκριµένα στο Σχήµα Γʹ.4. Οι

τριάδες της µορφής j : k, l, µε τις οποίες επιγράφονται τα τόξα του Σχήµατος Γʹ.4 περιέχουν

όλη την απαιτούµενη πληροφορία για τον ορισµό των πεντάδων της συνάρτησης µετάβασης

δ µιας ΜΤ. Το j αναφέρεται στο σύµβολο που ϐρίσκεται στην τρέχουσα ϑέση της κεφαλής

ανάγνωσης/εγγραφής όταν η ΜΤ ϐρίσκεται στην κατάσταση από την οποία εξέρχεται το τόξο

της µετάβασης. Το k αναφέρεται στο σύµβολο που ϑα αντικαταστήσει στην ταινία εκείνο που

διαβάστηκε και το l εκφράζει την κατεύθυνση κίνησης της κεφαλής µε το R να αντιστοιχεί

στο → και το L να αντιστοιχεί στο . Η νέα κατάσταση του πεπερασµένου ελέγχου της ΜΤ

είναι αυτή, στην οποία εισέρχεται το τόξο της µετάβασης.

Παρατηρούµε ότι στη ΜΤ του Σχήµατος Γʹ.4 έχουµε µία κατάσταση τερµατισµού, που µπορεί

να προσεγγιστεί µόνο από υπολογισµούς για συµβολοσειρές της µορφής {anbncn : n ≥ 0}.
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Για όλες τις άλλες συµβολοσειρές ο υπολογισµός «αποτυγχάνει» χωρίς να προσεγγίζεται η

κατάσταση τερµατισµού. Στην περίπτωση του Παραδείγµατος έχουµε ορίσει δύο καταστά-

σεις τερµατισµού, µε την ha να εκφράζει αποδοχή και την hr να εκφράζει απόρριψη της

συµβολοσειράς. Τέλος είναι σηµαντικό να επισηµάνουµε ότι όταν χρησιµοποιείται ο γρα-

ϕικός συµβολισµός µπορεί για λόγους αναγνωσιµότητας να παραλείπονται µεταβάσεις, που

δε χρησιµοποιούνται, αλλά η δήλωσή τους σε έναν τυπικό ορισµό της ΜΤ είναι απαραίτητη,

για να είναι η δ συνάρτηση. ΄Ετσι, στο Σχήµα Γʹ.4 δεν απεικονίζεται πλήρως η συνάρτηση

µετάβασης της ΜΤ, ενώ στο Παράδειγµα έχουµε έναν πλήρη ορισµό συνάρτησης µετάβασης,

που όµως δεν είναι εύκολα αναγνώσιµος και χρηστικός. Στο Σχήµα απεικονίζεται γραφικά

η ΜΤ του Παραδείγµατος.

Σχήµα ∆ʹ.8: Γραφικός συµβολισµός για τη ΜΤ του Παραδείγµατος

Ορίζουµε ως ενεργό µέρος της ταινίας µιας ΜΤ το ελάχιστο µέρος της ταινίας, που περιέχει

το σύµβολο στη ϑέση της κεφαλής ανάγνωσης/εγγραφής και όλες τις µη κενές ϑέσεις της

ταινίας. µία διαµόρφωση για κάποια ΜΤ M = (K,Σ,Γ, s,H) είναι µία τετράδα, που δίνεται

ως στοιχείο του

K × ((G? {�})Γ∗) ∪ {s} × Γ× (Γ∗(Γ? {�})) ∪ {s} (∆ʹ.2)

Το πρώτο µέρος εκφράζει µία κατάσταση του πεπερασµένου ελέγχου, το δεύτερο µέρος

τη συµβολοσειρά, που ϐρίσκεται στο ενεργό µέρος της ταινίας στα αριστερά της κεφαλής

ανάγνωσης/εγγραφής, το τρίτο µέρος αναφέρεται στο σύµβολο στη ϑέση της κεφαλής και το

τελευταίο µέρος στη συµβολοσειρά, που ϐρίσκεται στο ενεργό µέρος της ταινίας στα δεξιά

της κεφαλής. Σηµειώνουµε ότι αν και η ταινία µιας ΜΤ είναι άπειρη, η περιγραφή µιας

οποιασδήποτε διαµόρφωσης είναι πεπερασµένη, καθώς περιλαµβάνεται σε αυτή το µικρότερο
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συνεχές µέρος της ταινίας από όλες τις µη κενές ϑέσεις µέχρι και το τετράγωνο στη ϑέση της

κεφαλής ανάγνωσης/εγγραφής.

Κάθε διαµόρφωση της µορφής (q, u, a, v) ϑα τη γράφουµε µε τη συντόµευση (q, uav), µε

το υπογραµµισµένο σύµβολο να εκφράζει το περιεχόµενο της ταινίας στη ϑέση της κεφαλής

ανάγνωσης/εγγραφής. Η αρχική διαµόρφωση µιας οποιασδήποτε ΜΤ M µε αρχική κατά-

σταση s και είσοδο w είναι η (s,�w). Οποιαδήποτε διαµόρφωση, που η κατάστασή της είναι

ένα στοιχείο του H είναι τελική διαµόρφωση.

Η συνάρτηση µετάβασης δ ορίζει τη λειτουργία της M σε ένα ϐήµα υπολογισµού. µέσω

αυτής περιγράφεται η ακολουθία διαµορφώσεων από τις οποίες περνάει η εκτέλεση της M .

Ορίζουµε τη σχέση «µεταβαίνει σε ένα ϐήµα» που γράφεται µε το σύµβολο `M και συνδέει τις

διαµορφώσεις c1 και c2 αν και µόνο αν η µηχανή M µπορεί να περάσει από τη διαµόρφωση

c1 στη διαµόρφωση c2 σε ένα ϐήµα:

(q1, w1) `M (q2, w2) αν η (q2, w2) παράγεται µέσω της δ σε ένα ϐήµα (∆ʹ.3)

Τώρα ορίζουµε τη σχέση «µεταβαίνει», που γράφεται µε το σύµβολο `∗M , ως την ανακλαστική,

µεταβατική κλειστότητα της σχέσης `M . ΄Ετσι, από τη διαµόρφωση C1 η µηχανή µεταβαίνει

στην C2 αν:

C1 `∗M C2 (∆ʹ.4)

΄Ενα µονοπάτι από τη ΜΤ M είναι µία ακολουθία διαµορφώσεων C0, C1, . . . τέτοια ώστε η

C0 είναι η αρχική διαµόρφωση και

C0 `M C1 `M C2 `M . . . (∆ʹ.5)

΄Ενας υπολογισµός της ΜΤ M είναι ένα µονοπάτι, που τερµατίζει, είναι δηλαδή µία ακολου-

ϑία διαµορφώσεων C0, C1, . . . Cn για κάποιο n ≥ 0, τέτοια ώστε η C0 να είναι µία αρχική

διαµόρφωση της M και η Cn µία τελική διαµόρφωση και επίσης :

C0 `M C1 `M C2 `M . . . `M Cn (∆ʹ.6)

Αν ένας υπολογισµός τερµατίζει σε n ϐήµατα, ϑα λέµε ότι έχει µήκος n και ϑα τον γράφουµε

ως:

C0 `nM Cn (∆ʹ.7)

∆ʹ.1.1 ΄Ενας συνθετικός συµβολισµός για ΜΤ

Ο ορισµός ακόµη και µιας απλής ΜΤ µε τον τρόπο, που περιγράψαµε, είναι γενικά χρονοβό-

ϱος, όπως επίσης η ανάγνωση και κατανόηση της λειτουργίας της. Στη σχετική ϐιβλιογραφία

είναι επίσης διαδεδοµένος ο ορισµός ΜΤ ως σύνθεση απλούστερων ΜΤ, που εκτελούν ϐασικές

λειτουργίες, όπως η εγγραφή στην ταινία, η µετακίνηση της κεφαλής ανάγνωσης/εγγραφής

και ο τερµατισµός :
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• µηχανές εγγραφής συµβόλων Για κάθε x ∈ Γ ορίζεταιMx, που ϑα γράφεται απλά ως x,

η ΜΤ που εγγράφει το x στην τρέχουσα ϑέση της ταινίας και στη συνέχεια τερµατίζει.

Σύµφωνα µε το Ορισµό κάθε τέτοια ΜΤ εκτελεί δύο κινήσεις. Στην πρώτη κίνηση

εγγράφει το νέο σύµβολο στην ταινία και µετακινεί την κεφαλή προς τα δεξιά. Στη

δεύτερη κίνηση, επανεγγράφει το χαρακτήρα, που ϑα ϐρει η κεφαλή στη ϑέση που

ϐρίσκεται και στη συνέχεια την µετακινεί προς τα αριστερά. Οι κινήσεις αυτές όµως

είναι λεπτοµέρειες, που δε χρειάζεται να µας απασχολούν κατά τον ορισµό ΜΤ µέσω

σύνθεσης απλούστερων ΜΤ.

• µηχανές µετακίνησης κεφαλής ΄Εχουµε δύο τέτοιες µηχανές, την R που επανεγγράφει

το σύµβολο που ϐρίσκεται στη ϑέση της κεφαλής, η οποία στη συνέχεια µετακινείται

προς τα δεξιά και την L, που επανεγγράφει το σύµβολο στη ϑέση της κεφαλής, που

στη συνέχεια µετακινείται προς τα αριστερά.

• µηχανές τερµατισµού ΄Ολες οι ΜΤ, που αναφέραµε, τερµατίζουν όταν δεν υπάρχει

κάτι άλλο που µπορούν να κάνουν, δηλαδή µεταβαίνουν σε µία κατάσταση για την

οποία δεν ορίζεται η συνάρτηση δ. Παρόλα αυτά, σε πολλές περιπτώσεις χρειάζεται

να δηλώσουµε τον τερµατισµό ϱητά. Θα χρησιµοποιούµε για το σκοπό αυτό τρεις

διαφορετικές µηχανές τερµατισµού:

– την h, που απλά τερµατίζει. Η h χρησιµεύει στο να δείξουµε ϱητά ότι τερµα-

τίζει κάποιο µονοπάτι της ΜΤ χωρίς να µας ενδιαφέρει αν αυτή αποδέχεται ή

απορρίπτει

– την y, που τερµατίζει µε αποδοχή

– την n, που τερµατίζει µε απόρριψη

Στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε το πώς ακριβώς γίνονται :

• ΄Ελεγχος ταινίας και υπό συνθήκη διακλάδωση ανάλογα µε το σύµβολο, που διαβάζεται

• Συνδυασµοί των παραπάνω λειτουργιών.

Για το σκοπό αυτό υιοθετούµε ένα συµβολισµό όµοιο µε εκείνο, που χρησιµοποιήσαµε για

τον ορισµό µηχανών καταστάσεων, όπως τα πεπερασµένα αυτόµατα και τα αυτόµατα στοίβας.

Θα χρησιµοποιήσουµε δύο ϐασικές µορφές σύνθεσης :

• M1M2 Από την αρχική κατάσταση της M1, εκτελούνται µεταβάσεις σύµφωνα µε τη

συνάρτηση µετάβασης µέχρι η µηχανή να τερµατίσει. ΄Οταν αυτό συµβεί και χωρίς

να µετακινηθεί η κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής ξεκινάει η εκτέλεση µεταβάσεων για

την M2 από την αρχική της κατάσταση µέχρι να τερµατίσει. Σε αυτή την περίπτωση

τερµατίζει και η M1M2. Αν οποιαδήποτε εκ των M1 και M2 αποτύχει να τερµατίσει,

τότε αποτυγχάνει και η M1M2.
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• M1
συνθήκη−−−−−→M2 Από την αρχική κατάσταση της M1, εκτελούνται µεταβάσεις σύµφωνα

µε τη συνάρτηση µετάβασης µέχρι η µηχανή να τερµατίσει. Αν συµβεί αυτό ελέγχεται

η συνθήκη και αν αληθεύει, τότε ξεκινάει η εκτέλεση µεταβάσεων της M2 από την

αρχική της κατάσταση χωρίς να έχει µετακινηθεί η κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής. Η

απλούστερη συνθήκη είναι η εµφάνιση ενός συγκεκριµένου συµβόλου στη ϑέση της

κεφαλής ανάγνωσης/εγγραφής, αλλά δεν αποκλείεται και η δήλωση άλλων συνθηκών.

µία µηχανή µε αυτή τη δοµή αποτυγχάνει να τερµατίσει αν :

– αποτύχει να τερµατίσει η M1 ή

– η συνθήκη είναι αληθής και η M2 αποτύχει να τερµατίσει

Η ΜΤ από την οποία αρχίζει η εκτέλεση µεταβάσεων για τη σύνθετη ΜΤ επιγράφεται µε >.

Εισάγουµε κάποιες συντοµεύσεις, που αποσκοπούν στο να γίνει ο συµβολισµός πιο χρηστι-

κός κατά τον ορισµό σύνθετων ΜΤ:

M1

a
−−⇒
b
M2 γίνεταιM1

a,b−−→M2

M1
όλα τα στοιχεία του Γ−−−−−−−−−−−−→

εκτός από το a
M2 γίνεταιM1

¬a−→M2

Η εκφραστικότητα του συµβολισµού ϐελτιώνεται σηµαντικά, όταν διατίθεται ένας µηχανισµός

αποθήκευσης τιµών για µεταβλητές. Κάθε µεταβλητή µπορεί να δέχεται ως τιµή ένα µόνο

σύµβολο. Σε µία τυπική ΜΤ υπάρχει δυνατότητα αποµνηµόνευσης τιµών για ένα πεπερασµέ-

νο σύνολο τέτοιων µεταβλητών, είτε εγγράφοντας τες κάπου στην ταινία, είτε χρησιµοποιώντας

τες για διακλάδωση σε µία διαφορετική κατάσταση, για κάθε πιθανή τιµή. µε τη δεύτερη

λύση αποφεύγονται οι µετακινήσεις µπρος - πίσω πάνω στην ταινία, αλλά µπορεί τελικά να

έχουµε έκρηξη του αριθµού των καταστάσεων, αφού πρακτικά απαιτείται ένα διαφορετικό

αντίγραφο µηχανής για κάθε συνδυασµό τιµών, που µπορεί να έχει ένα σύνολο µεταβλητών.

Για τον ορισµό ΜΤ δεν ϑα είναι σηµαντικός ο µηχανισµός, που χρησιµοποιείται για τις µετα-

ϐλητές, αλλά το να µπορούµε να τις ονοµατίζουµε και να αναφερόµαστε σε αυτές ϱητά στις

συνθήκες, που αναγράφονται στα τόξα. ΄Ετσι, έχουµε τις παρακάτω συντοµεύσεις :

M1
εκτός από το a−−−−−−−−−−−−→

όλα τα στοιχεία του Γ
M2 γίνεταιM1

x←¬a−−−−→M2

και τοx παίρνει την τιµή της τρέχουσας ϑέσης

M1
a,b−−→M2 γίνεταιM1

x←a,b−−−−→M2

και τοx παίρνει την τιµή της τρέχουσας ϑέσης

Η τιµή µιας µεταβλητής χρησιµοποιείται µε δύο τρόπους. Καταρχήν χρησιµοποιείται ως

συνθήκη σε µία µετάβαση, όπως στο παρακάτω παράδειγµα:

M1
x=y−−→M2

ανx = y τότε εκτέλεσε την µετάβαση
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µία άλλη χρήση είναι όταν ϱητά γράφουµε την τιµή της µεταβλητής, όπως στο παρακάτω

παράδειγµα.

Παράδειγµα ∆ʹ.1.2. µεταβλητές σε ΜΤ ΄Εστω η ΜΤ

M =>
x→¬�−−−−→ Rx (∆ʹ.8)

Αν στην κεφαλή δεν υπάρχει το κενό σύµβολο, ηM αποθηκεύει το σύµβολο στη µεταβλητή x,

µετακινεί την κεφαλή δεξιά και αντιγράφει στη νέα ϑέση την τιµή της x. Αν όµως στην κεφαλή

ϐρίσκεται το κενό σύµβολο, τότε δεν ορίζει κάποια ενέργεια και έτσι τερµατίζει.

Στη συνέχεια παραθέτουµε τους ορισµούς κάποιων πολύ χρήσιµων ΜΤ:

• > R←↩ ¬� µετακίνηση δεξιά. Αν το σύµβολο στην κεφαλή είναι διάφορο του � επανέ-

λαβε. Αν είναι �, δεν ορίζεται ενέργεια και άρα η εκτέλεση τερµατίζεται. Συνοψίζοντας,

η συγκεκριµένη ΜΤ ϐρίσκει την πρώτη ϑέση στα δεξιά της κεφαλής µε το κενό σύµβο-

λο. Εν συντοµία η µηχανή γράφεται ως R�.

• > L←↩ ¬� µετακίνηση αριστερά. Αν το σύµβολο στη ϑέση της κεφαλής είναι διάφορο

του � επανέλαβε. Αν το σύµβολο είναι �, δεν ορίζεται ενέργεια και άρα η εκτέλεση

τερµατίζεται. Συνοψίζοντας, ϐρίσκει την πρώτη ϑέση στα αριστερά της κεφαλής µε το

κενό σύµβολο. Εν συντοµία η µηχανή γράφεται ως L�.

• > R ←↩ � Βρίσκει την πρώτη ϑέση στα δεξιά της κεφαλής µε µη κενό σύµβολο. Εν

συντοµία η µηχανή γράφεται ως R¬�.

• > L←↩ � Βρίσκει την πρώτη ϑέση στα αριστερά της κεφαλής µε µη κενό σύµβολο. Εν

συντοµία η µηχανή γράφεται ως L¬�.

Οι ίδιες λειτουργίες, που σχετίζονται µε το�, ορίζονται επίσης για οποιοδήποτε άλλο σύµβολο

του Γ. ΄Ετσι, έχουµε για παράδειγµα:

• La. Εύρεση της πρώτης εµφάνισης του a στα αριστερά της τρέχουσας

ϑέσης.

• Ra,b. Εύρεση της πρώτης εµφάνισης του a ή του b στα δεξιά της τρέχουσας

ϑέσης.

•

La,b
a−→ M1

↓ b
M2

. Εύρεση της πρώτης εµφάνισης του a ή του b στα αριστερά της

M2 τρέχουσας ϑέσης και στη συνέχεια εκτέλεση της M1, αν το σύµβολο στη ϑέση της

κεφαλής είναι a. Αν το σύµβολο είναι b, τότε εκτελείται η M2.
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• Lx←a,b. Εύρεση της πρώτης εµφάνισης του a ή του b στα αριστερά της

τρέχουσας ϑέσης και εκχώρηση του συµβόλου, που ϑα ϐρει, ως τιµή στη µεταβλητή x.

• Lx→a,bRx. Εύρεση της πρώτης εµφάνισης του a ή του b στα αριστερά της τρέ-

χουσας ϑέσης, εκχώρηση του συµβόλου, που ϑα ϐρει, στη µεταβλητή x. Στη συνέχεια

η κεφαλή µετακινείται προς τα δεξιά και εγγράφει σε εκείνη τη ϑέση την τιµή της x (a

ή b).

Παράδειγµα ∆ʹ.1.3. µετατόπιση συµβολοσειράς µία ϑέση δεξιά Η ΜΤ S→ του Σχήµατος ∆ʹ.9

µετατοπίζει τη συµβολοσειρά εισόδου πάνω στην ταινία µία ϑέση προς τα δεξιά. ΄Ετσι, για

οποιαδήποτε συµβολοσειρά w ∈ Σ∗, από την αρχική διαµόρφωση (s,�w) µεταβαίνει στην

τελική διαµόρφωση (h,��w).

> R L

h

R xLx 

Σχήµα ∆ʹ.9: ΜΤ S→ για τη µετατόπισησυµβολοσειράς µία ϑέση δεξιά.

∆ʹ.2 Υπολογισµοί µε µηχανές Turing

∆ʹ.2.1 Μηχανές Turing ως µηχανές αναγνώρισης γλωσσών

∆οθείσης µιας γλώσσας L, µας ενδιαφέρει να σχεδιάσουµε µία ΜΤ M , που όταν δέχεται ως

είσοδο στην ταινία µία συµβολοσειρά w αποκρίνεται µε το αν η w ∈ L είναι αληθής ή όχι.

Υπάρχουν πολλές γλώσσες, για τις οποίες αυτό είναι εφικτό, ανάµεσα στις οποίες όλες οι

κανονικές γλώσσες και οι γλώσσες χωρίς συµφραζόµενα, αλλά ακόµη και γλώσσες που δεν

είναι χωρίς συµφραζόµενα. Από την άλλη µεριά, έχουµε περιπτώσεις γλωσσών, για τις οποίες

δεν υπάρχει ΜΤ, που να διακρίνει αν µία συµβολοσειρά ανήκει στη γλώσσα ή όχι. ΄Εχουµε

όµως και περιπτώσεις γλωσσών, που το πρόβληµα λύνεται µερικώς. Για αυτή την τελευταία

κατηγορία γλωσσών, µπορεί να σχεδιαστεί µία ΜΤ M , που ψάχνει αν µία ιδιότητα P ισχύει

- για οποιαδήποτε ιδιότητα P - ώστε η συµβολοσειρά εισόδου να ανήκει στη γλώσσα L. Αν

η M διαπιστώσει ότι η P ισχύει για την είσοδο στην ταινία, τότε τερµατίζει και αποδέχεται

την είσοδο. Αν όµως για µία είσοδο w συµβαίνει να µην ισχύει η P , τότε η M µπορεί να

συνεχίζει να εκτελείται για πάντα.
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Ορισµός ∆ʹ.2.1. ΄Εστω µία ΜΤ M µε αρχική κατάσταση s και δύο τελικές καταστάσεις, που

ϑα τις ονοµάζουµε y και n. ΄Εστω επίσης w ένα στοιχείο του Σ∗. Τότε ϑα λέµε ότι :

• ηM αποδέχεται την w αν και µόνο αν (s,�w) `∗M (y, w′) για κάποια συµβολοσειρά w′.

Κάθε διαµόρφωση (y, w′) ϑα είναι διαµόρφωση αποδοχής.

• η M απορρίπτει την w αν και µόνο αν (s,�w) `∗M (n,w′) για κάποια συµβολοσειρά w′.

Κάθε διαµόρφωση (n,w′) ϑα είναι διαµόρφωση απόρριψης.

Τα περιεχόµενα της ταινίας της M , όταν αυτή τερµατίζει δε µας ενδιαφέρουν. Σηµειώνου-

µε επίσης ότι αν η M δεν τερµατίσει, τότε δεν αποδέχεται, αλλά ούτε και απορρίπτει τη

συµβολοσειρά.

Ορισµός ∆ʹ.2.2. ΄Εστω Σ το αλφάβητο εισόδου µιας ΜΤ M . Η M αποφασίζει µία γλώσσα

L ⊆ Σ∗, αν και µόνο αν, για κάθε συµβολοσειρά w ∈ Σ∗ ισχύει :

• Αν w ∈ L, τότε η M αποδέχεται την w.

• Αν w /∈ L, τότε η M απορρίπτει την w.

Αφού κάθε συµβολοσειρά του Σ∗ είτε ϑα ανήκει, είτε δε ϑα ανήκει στην L, συµπεραίνουµε

ότι η οποιαδήποτε µηχανή M , που αποφασίζει τη γλώσσα ϑα πρέπει να τερµατίζει για όλες τις

εισόδους. ΄Οπως προαναφέραµε, αν για µία γλώσσα υπάρχει µία τέτοια ΜΤ, τότε αυτή είναι

αποφασίσιµη ή αναδροµική. Το σύνολο όλων των αποφασίσιµων ή αναδροµικών γλωσσών

συβολίζεται µε D.

Ορισµός ∆ʹ.2.3. ΄Εστω Σ το αλφάβητο εισόδου µιας ΜΤM . ΗM ηµιαποφασίζει µία γλώσσα

L ⊆ Σ∗, αν και µόνο αν, για κάθε συµβολοσειρά w ∈ Σ∗ ισχύει :

• Αν w ∈ L, τότε η M αποδέχεται την w.

• Αν w /∈ L, τότε η M δεν αποδέχεται την w. Σε αυτή την περίπτωση, µπορεί η M να την

απορρίπτει ϱητά ή µπορεί και να µην τερµατίζει ποτέ.

Αν για µία γλώσσα υπάρχει µία τέτοια ΜΤ, τότε αυτή λέµε ότι είναι ηµιαποφασίσιµη ή α-

ναδροµικά αποφασίσιµη. Το σύνολο όλων των ηµιαποφασίσιµων γλωσσών συβολίζεται µε

SD.

∆ʹ.2.2 Υπολογισµός συναρτήσεων µε Μηχανές Turing

΄Οταν µία ΜΤ τερµατίζει, τότε αφήνει πάνω στην ταινία µία συµβολοσειρά. Στις περιπτώσεις

των ΜΤ, που αποφασίζουν ή ηµιαποφασίζουν γλώσσες, η συµβολοσειρά που σχηµατίζεται

στην ταινία αγνοείται, αλλά υπάρχουν και ΜΤ για τις οποίες δε συµβαίνει αυτό. Σε αυτή την

ενότητα ϑα ασχοληθούµε µε ΜΤ, που υπολογίζουν µία συνάρτηση. Πρώτα ϑα ορίσουµε τη

σηµασία µιας ΜΤ, που υπολογίζει συνάρτηση, της οποίας το πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών
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είναι σύνολα συµβολοσειρών. Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας κατάλληλες κωδικοποιήσεις

άλλων τύπων δεδοµένων, όπως και κωδικοποιήσεις πολλαπλών τιµών, ϑα ορίσουµε ΜΤ, που

υπολογίζουν πολλές διαφορετικές µορφές συναρτήσεων.

΄Εστω M µία ΜΤ µε αρχική κατάσταση s, τελική κατάσταση h και αλφάβητο εισόδου Σ.

Η αρχική διαµόρφωση της M ϑα είναι (s,�w), όπου w ∈ Σ∗. Ορίζουµε τη συνάρτηση

M(w) = z, αν και µόνο αν (s,�w) `∗M (h,�z), δηλαδή όταν η M ξεκινάει µε είσοδο

w ∈ Σ∗ τερµατίζει αφήνοντας τη z στην ταινία µε την κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής στη

ϑέση ακριβώς αριστερά της z.

Ορισµός ∆ʹ.2.4. ΄Εστω Σ′ ⊆ Γ το αλφάβητο εξόδου της ΜΤ M , δηλαδή το σύνολο των

συµβόλων των συµβολοσειρών, που αφήνει η M στην ταινία όταν τερµατίζει. ΄Εστω επίσης ότι

f είναι µία συνάρτηση από το Σ∗ στο Σ′∗. Η ΜΤ M υπολογίζει τη συνάρτηση f , αν και µόνο

αν για όλες τις w ∈ Σ∗:

• Αν w είναι µία είσοδος για την οποία ορίζεται η f ,M(w) = f(w), δηλαδή ηM τερµατίζει

αφήνοντας πάνω στην ταινία την f(w).

• ∆ιαφορετικά η M(w) δεν τερµατίζει.

µία συνάρτηση f είναι αναδροµική ή υπολογίσιµη αν υπάρχει ΜΤ M , που την υπολογίζει

και τερµατίζει σε όλες τις περιπτώσεις. Στη σχετική ϐιβλιογραφία µπορεί µία συνάρτηση f

να αποκαλείται υπολογίσιµη ακόµη και αν υπάρχει µία ΜΤ M , που την υπολογίζει χωρίς

απαραίτητα να τερµατίζει σε όλες τις περιπτώσεις. Πιο συγκεκριµένα, αν υπάρχουν τιµές για

τις οποίες η f δεν ορίζεται, τότε ηM αποτυγχάνει να τερµατίσει για αυτές τις τιµές. Σε αυτή την

περίπτωση η f είναι µερικώς υπολογίσιµη και ϑα κρατήσουµε τον όρο υπολογίσιµη µόνο για τις

συναρτήσεις του παραπάνω ορσιµού.

Υπάρχει µία αναλογία µεταξύ των ΜΤ, που υπολογίζουν συναρτήσεις και των ΜΤ, που α-

ποφασίζουν γλώσσες. µία γλώσσα είναι αποφασίσιµη, αν και µόνο αν η χαρακτηριστική

της συνάρτηση είναι υπολογίσιµη, δηλαδή αν υπάρχει µία ΜΤ, που τερµατίζει σε όλες τις

περιπτώσεις µε έξοδο True αν η είσοδός της ανήκει στην L και έξοδο False αν δεν ανήκει.

Παράδειγµα ∆ʹ.2.1. Συνάρτηση αντιγραφής συµβολοσειράς Θα ορίσουµε µία ΜΤ M , που

υπολογίζει τη συνάρτηση copy(w) = ww, για οποιαδήποτε συµβολοσειρά w, που δεν περιέχει

το�. Πρώτα ορίζουµε τη µηχανή αντιγραφήςC, που απεικονίζεται στο Σχήµα. Για τηC έχουµε

(s,�w) `∗M (h,w�w). Η ΜΤ M , που υπολογίζει τη συνάρτηση copy είναι η

> CS←L� (∆ʹ.9)

όπου S← είναι η µηχανή µετατόπισης συµβολοσειράς προς τα αριστερά, αντίστοιχη προς την

S→, που περιγράψαµε σ’αλλο παράδειγµα.

Επικεντρωνόµαστε τώρα στον υπολογισµό συναρτήσεων µε τιµές, που δεν είναι συµβολοσει-

ϱές. Σε αυτή την περίπτωση χρειαζόµαστε µία κωδικοποίηση των τιµών των συναρτήσεων
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> R

h

x 
R R xL L x

Σχήµα ∆ʹ.10: ΜΤ C για την αντιγραφή συµβολοσειράς.

ως συµβολοσειρές. Ορίζουµε λοιπόν µία οικογένεια συναρτήσεων valk(w), τέτοιες ώστε για

οποιονδήποτε ακέραιο k η valk(w) επιστρέφει τον µη αρνητικό ακέραιο, που κωδικοποιείται

µε ϐάση k από τη συµβολοσειρά w. Για παράδειγµα, val2(11) = 3 και val8(11) = 9.

Παράδειγµα ∆ʹ.2.2. Συνάρτηση «επόµενος αριθµός» Σχεδιάζουµε µία ΜΤM , που ϑα υπολογί-

Ϲει τη συνάρτηση succ(n) = n+ 1. Ο αριθµός n ϑα αναπαριστάται στο δυαδικό σύστηµα χωρίς

να προηγούνται περιττά 0. Εποµένως, για n ∈ 0 ∪ 1 {0, 1}∗ ϑα έχουµε succ(n) = m, όπου

val2(m) = val2(n) + 1. Στο Σχήµα ∆ʹ.11 απεικονίζεται η Ϲητούµενη ΜΤM , που λειτουργεί ως

> R

1L

1L 0

,0

Σχήµα ∆ʹ.11: ΜΤ για τον υπολογισµό του «επόµενου» αριθµού.

εξής :

1. Σαρώνει την ταινία δεξιά µέχρι να εντοπίσει �. Στη συνέχεια µετακινεί την κεφαλή

µία ϑέση προς τα αριστερά, έτσι ώστε αυτή να ϐρεθεί στο τελευταίο ψηφίο της δυαδικής

αναπαράστασης του n.

2. Επανέλαβε τα παρακάτω ϐήµατα :

(αʹ) Αν το ψηφίο στη ϑέση της κεφαλής είναι το 0, τότε εγγράφεται 1, η κεφαλή µετακι-

νείται στη ϑέση του πρώτου κενού προς τα αριστερά και εκεί τερµατίζει.

(ϐʹ) Αν το ψηφίο στη ϑέση της κεφαλής είναι το 1, τότε αυτό πρέπει να µεταφερθεί

προς τα αριστερά. ΄Ετσι, εγγράφεται στη ϑέση εκείνη το 0, η κεφαλή µετακινείται

µία ϑέση προς τα αριστερά και η εκτέλεση συνεχίζεται µε τον επόµενο κύκλο της

επανάληψης.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ ∆ʹ. ΜΗΧΑΝΕΣ TURING 51

(γʹ) Αν το ψηφίο στη ϑέση της κεφαλής είναι το �, τότε η κεφαλή ϐρίσκεται τέρµα

αριστερά. Εγγράφεται 1 και στη συνέχεια µετακινείται µία ϑέση προς τα αριστερά,

όπου και τερµατίζει.

Η ΜΤ M υπολογίζει µία συνάρτηση f από το Ni στο N εφόσον για κάποιο

k, valk (M(w1;w2; . . . wi)) = f (valk(w1), . . . , valk(wi))

Μπορούµε δηλαδή να σχεδιάσουµε ΜΤ, που υπολογίζουν συναρτήσεις δύο ή περισσότερων

µεταβλητών, κωδικοποιώντας κάθε µεταβλητή ως συµβολοσειρά και παραθέτοντας στην ταινία

τη µία µετά την άλλη µε το διαχωριστικό ”; ”.

∆ʹ.3 Πολλές Ταινίες και µη Ντετερµινισµός

∆ʹ.3.1 Πολλές ταινίες

Μία ΜΤ k ταινιών ορίζεται από µια εξάδα M = (K,Σ,Γ, δ, s,H), όπως και µία απλή µΤ

µιας ταινίας. µία διαµόρφωση σε ΜΤ k ταινιών ορίζεται ως k + 1-άδα (κατάσταση, ταινία1,

. . . , ταινίαk). Η αρχική διαµόρφωση µιας ΜΤ Mk ταινιών ϑα δίνεται ως (s,�w,�, . . . ,�),

δηλαδή η είσοδος ϑα ϐρίσκεται τοποθετηµένη στην πρώτη ταινία, ενώ οι άλλες ταινίες ϑα

είναι αρχικά κενές µε τις κεφαλές ανάγνωσης/εγγραφής να δείχνουν σε κάποιες ϑέσεις µε το

κενό σύµβολο. Αν ηM τερµατίζει, τότε ϑεωρούµε ότι η έξοδός της δίνεται από τα περιεχόµενα

της πρώτης ταινίας, ενώ τα περιεχόµενα όλων των άλλων ταινιών αγνοούνται.

Σε κάθε ϐήµα, η M ϑα εξετάζει τη ϑέση στην οποία ϐρίσκεται κάθε µία από τις k κεφαλές

ανάγνωσης/εγγραφής και ανάλογα µε την τρέχουσα κατάσταση ϑα καθορίζει την επόµενη

µετάβαση. Θα εγγράφει και ϑα µετακινεί την κεφαλή σε κάθε µία από τις ταινίες ταυτόχρονα.

µερικές ϕορές µπορεί η M να µετακινεί τις κεφαλές σε µία ή περισσότερες ταινίες, χωρίς

να µετακινεί τις κεφαλές στις υπόλοιπες. Για αυτό το λόγο, επιτρέπουµε στις ΜΤ πολλών

ταινιών µία επιπλέον ενέργεια εκτός από τις← και→, που είναι η παραµονή στη ίδια ϑέση

οριζόµενη µε το σύµβολο ↑. ΄Ετσι η συνάρτηση µετάβασης δ για µία ΜΤ k ταινιών ϑα ορίζεται

ως συνάρτηση:

από το ((K?H) ×Γ1 προς το (K ×Γ1 × {←,→, ↑}
×Γ2 ×Γ2 × {←,→, ↑}
× . . . × . . .
× . . . × . . .
×Γk) ×Γk × {←,→, ↑})

Θεώρηµα ∆ʹ.3.1. ΄Εστω M = (K,Σ,Γ, δ, s,H) µία ΜΤ k ταινιών, για κάποιο k > 1. Θα

υπάρχει µία απλή ΜΤ M ′ = (K ′,Σ′,Γ′, δ′, s′, H ′) µε Γ ⊆ Γ′, τέτοια ώστε να ισχύουν οι

παρακάτω συνθήκες :
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• Για οποιαδήποτε συµβολοσειρά εισόδου w, ηM τερµατίζει µε έξοδο z στην πρώτη ταινία,

αν και µόνο αν η M ′ τερµατίζει µε είσοδο w στην ίδια τελική κατάσταση (y, n ή h) µε

έξοδο z στην ταινία της.

• Αν ηM τερµατίζει µε είσοδο w µετά από n ϐήµατα, τότε ηM ′ τερµατίζει το πολύ σεO(n2)

ϐήµατα.

Απόδειξη: Η

απόδειξη στηρίζεται σε κατάλληλη κατασκευή. Θα επιδιώξουµε τη σχεδίαση της M ′, ώστε

αυτή να προσοµοιώνει τις k ταινίες της M χρησιµοποιώντας τη µία και µοναδική ταινία της

ως αν αυτή να έχει διαιρεθεί σε γραµµές. Αν υποθέσουµε ότι η M έχει k ταινίες, τότε µία

διατεταγµένη k-άδα τιµών περιγράφει το περιεχόµενο της κάθε ταινίας σε µία συγκεκριµένη

ϑέση της. Χρειάζεται επίσης να καταγράφεται η ϑέση της κάθε µιας από τις k κεφαλές

ανάγνωσης/εγγραφής. Αυτό το επιτυγχάνουµε αφιερώνοντας δύο γραµµές για κάθε µία από

τις ταινίες της M . Η πρώτη γραµµή περιέχει τα σύµβολα σε κάθε ϑέση µιας ταινίας και η

δεύτερη γραµµή περιέχει 1, στη ϑέση στην οποία ϐρίσκεται η κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής

και 0 σε όλες τις υπόλοιπες ϑέσεις. Επειδή όλες οι ταινίες τηςM είναι άπειρες ϑα χρειαστούµε

µία προσέγγιση στοίχισης των ταινιών, έτσι ώστε να αναπαριστούµε µόνο το µέρος εκείνο των

ταινιών, που µας ενδιαφέρει. Αυτό επιτυγχάνεται ξεκινώντας µε την αρχική διαµόρφωση της

M και στη συνέχεια στοιχίζοντας όλες τις ταινίες, έτσι ώστε οι κεφαλές ανάγνωσης/εγγραφής

να ϐρίσκονται όλες στην ίδια στήλη.

. . . � � a b a a � � � � . . .

↑

. . . � � � � � � � � � � . . .

↑

� � a b a a � � � � . . .

� 1 0 0 0 0 0 0 0 � �

� � � � � � � � � � �

� 1 0 0 0 0 0 0 � � �

Για να γίνει ευκολότερα αντιληπτή η κατασκευή, ϑεωρούµε ότι k = 2. Τότε η αρχική

διαµόρφωση της M είναι αυτή, που ϕαίνεται στο πάνω µέρος της αναπαράστασης, η M ′ ϑα

αναπαριστά τις δύο ταινίες της M διαιρώντας τη µοναδική της ταινία σε τέσσερις γραµµές,

όπως ϕαίνεται στο κάτω µέρος της αναπαράστασης.

Η ταινία της M ′, όπως ακριβώς και η ταινία της οποιασδήποτε άλλης ΜΤ, ϑα περιέχει � σε

όλες τις ϑέσεις εκτός από έναν πεπερασµένο αριθµό ϑέσεων, που αρχικά ϑα είναι ίσος µε

το µήκος της συµβολοσειράς εισόδου w. ΄Οταν όµως οποιαδήποτε από τις κεφαλές ανάγνω-

σης/εγγραφής της M µετακινείται αριστερά ή δεξιά στην περιοχή µε τα κενά σύµβολα, η
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M ′ ϑα πρέπει να περιλάβει τη νέα ϑέση της κεφαλής στην αναπαράσταση, που χρησιµοποιεί

στην ταινία της µε τις πολλές γραµµές.

΄Οπως όλες οι απλές ΜΤ, αρχικά η M ′ ϑα ϐρει στην ταινία της τη συµβολοσειρά εισόδου. Θα

ξεκινήσει αναδιαµορφώνοντας την ταινία της, ώστε αυτή να κωδικοποιεί τις k γραµµές. Ο

υπολογισµός συνεχίζει µε την αναδιαµορφωµένη ταινία µέχρι η ΜΤ να τερµατίσει. Στο τέλος

η µηχανή αναδιαµορφώνει πάλι την ταινία της, έτσι ώστε το αποτέλεσµα, δηλαδή η συµ-

ϐολοσειρά της πρώτης από τις ταινίες που προσοµοιώνονται, να εγγραφεί στην ταινία χωρίς

την κωδικοποίηση των γραµµών. Κατά συνέπεια, η M ′ χρειάζεται ένα κατάλληλο αλφάβητο

ταινίας, που να µπορεί να κωδικοποιεί τις ϕάσεις εκείνες στις οποίες αποθηκεύεται µόνο ένα

σύµβολο σε κάθε ϑέση τις ταινίας (αρχική και τελική), καθώς και τη ϕάση κατά την οποία σε

κάθε ϑέση της ταινίας έχουµε k τιµές µαζί µε k bits για τις κεφαλές ανάγνωσης/εγγραφής

των ταινιών, που προσοµοιώνονται. ΄Ετσι, η M ′ χρειάζεται για την ταινία της ένα αλφάβητο

µε ένα σύµβολο για κάθε στοιχείο του Γ ∪ (Γ× {0, 1})k. Συνολικά ο αριθµός των συµβόλων

του Γ′ ϑα είναι |Γ′| = |Γ|+ (2 · |Γ|)k.
Με την κατασκευή, που παρουσιάσαµε, αποδεικνύεται ότι ένας οποιοσδήποτε υπολογισµός

ΜΤ k ταινιών µπορεί τελικά να εκτελεστεί από µία ΜΤ µιας µόνο ταινίας. Αυτό σηµαίνει ότι

η προσθήκη ενός πεπερασµένου αριθµού ταινιών δεν προσθέτει επιπλέον εκφραστική ισχύ

στο µοντέλο υπολογισµού των ΜΤ.

Υπάρχει όµως µία διαφορά: η ΜΤ µιας ταινίας πρέπει να εκτελεί πολλά διαδοχικά ϐήµατα,

για ένα µόνο ϐήµα, που εκτελεί η ΜΤ k ταινιών. Το ερώτηµα του προσδιορισµού του αριθµού

των ϐηµάτων, που χρειάζονται, µπορεί να απαντηθεί µόνο αν η M και εποµένως και η M ′

τερµατίζουν. ΄Ετσι, αν ηM τερµατίζει, ας υποθέσουµε ότι αυτό γίνεται για µία συµβολοσειρά

εισόδου w σε n ϐήµατα. Υποθέτουµε ότι πριν από κάθε ϐήµα η κεφαλή ανάγνωσης/εγγρα-

ϕής της M ′ ϐρίσκεται στο �, που υπάρχει στη ϑέση ακριβώς δεξιά από το διαιρεµένο σε

γραµµές µέρος της ταινίας. Κάθε ϕορά, που η M ′ προσοµοιώνει ένα από τα n ϐήµατα στον

υπολογισµό της M ϑα πρέπει να σαρώσει δύο ϕορές το µη κενό µέρος της ταινίας : στην

πρώτη σάρωση µε κατεύθυνση προς τα αριστερά διαβάζονται τα σύµβολα για την k-άδα, που

αντιστοιχεί στις ϑέσεις των k κεφαλών ανάγνωσης/εγγραφής και στη δεύτερη σάρωση προς τα

αριστερά ενηµερώνεται η κάθε γραµµή, όπως προβλέπεται από τη σχέση µετάβασης της M .

΄Οµως πόσο µεγάλο είναι το µήκος του µη κενού τµήµατος της ταινίας, που σαρώνεται δύο

ϕορές ; Αρχικά το µέρος αυτό είναι µήκους |w|, αλλά στη συνέχεια εφόσον ηM εγγράφει έξω

από την αρχική περιοχή της εισόδου ϑα πρέπει ηM ′ να επεκτείνει το κωδικοποιηµένο µέρος

της ταινίας της. Παρατηρούµε ότι η M και κατά συνέπεια η M ′ µπορούν να εγγράψουν σε

το πολύ µία επιπλέον ϑέση για κάθε ένα από τα n ϐήµατα και εποµένως ένα άνω ϕράγµα

στο µήκος του κωδικοποιηµένου µέρους της ταινίας είναι το |w|+ n.

Με αυτά τα δεδοµένα, µπορούµε να υπολογίσουµε ότι ο αριθµός των ϐηµάτων, που απαιτού-

νται για τηνM ′ στην προσοµοίωση του υπολογισµού τηςM µε είσοδοw είναιO (n · (|w|+ n)).

Γενικά ισχύει n ≥ |w|, ακόµη και αν η M επισκέπτεται κάθε ϑέση της εισόδου τουλάχιστο

µία ϕορά, οπότε ο συνολικός αριθµός των ϐηµάτων, που εκτελεί η M ′ είναι τελικά O(n2).
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∆ʹ.3.2 Μη ντετερµινισµός

Μέχρι στιγµής αναφερθήκαµε µόνο σε ντετερµινιστικές ΜΤ. Σχετικά λοιπόν µε τις ΜΤ έχου-

µε :

• Ο µη ντετερµινισµός δεν προσθέτει επιπλέον υπολογιστικές δυνατότητες, µε την έννοια

ότι οποιοσδήποτε υπολογισµός µιας µη ντετερµινιστικής ΜΤ, µπορεί να εκτελείται

επίσης και από µία αντίστοιχη ντετερµινιστική ΜΤ.

• ΄Ενας υπολογισµός σε ντετερµινιστική ΜΤ µπορεί να χρειάζεται εκθετικά περισσότερα

ϐήµατα για την επίλυση ενός προβλήµατος από τα ϐήµατα, που απαιτούνται σε µία µη

ντετερµινιστική ΜΤ.

Ορισµός ∆ʹ.3.1. Μία µη ντετερµινιστική ΜΤ περιγράφεται από µία εξάδα (K,Σ,Γ,∆, s,H), ό-

πουK,Σ,Γ, s καιH ορίζονται όπως στις απλέςΜΤ και ∆ είναι ένα υποσύνολο του ((K?H)× Γ)×
(K × Γ× {←,→}).

Αντικαταστήσαµε δηλαδή τη συνάρτηση µετάβασης δ από µία σχέση µετάβασης ∆. Η ϐασική

διαφορά µε το µη ντετερµινισµό στις ΜΤ είναι ότι εφόσον η λειτουργία της µηχανής δεν

είναι απλά η ανάγνωση και κατανάλωση των συµβόλων εισόδου ένα προς ένα, η έννοια των

µεταβάσεων-ε είναι πλέον περιττή.

Ορισµός ∆ʹ.3.2. ΄Εστω M = (K,Σ,Γ,∆, s,H) µία µη ντετερµινιστική ΜΤ. ΄Εστω επίσης w

ένα στοιχείο του Σ∗. Τότε ϑα λέµε ότι :

• η M αποδέχεται την w αν και µόνο αν τουλάχιστον ένας από τους υπολογισµούς της

πράγµατι την αποδέχεται και

• ηM απορρίπτει τηνw αν και µόνο αν όλοι οι υπολογισµοί της πράγµατι την απορρίπτουν.

Ορισµός ∆ʹ.3.3. Μία µη ντετερµινιστική ΜΤ M αποφασίζει µία γλώσσα L ⊆ Σ∗, αν και µόνο

αν, για κάθε συµβολοσειρά w ∈ Σ∗:

• Υπάρχει ένας πεπερασµένος αριθµός µονοπατιών, που µπορεί να ακολουθήσει η M µε

είσοδο w.

• ΄Ολα αυτά τα µονοπάτια είναι υπολογισµοί, δηλαδή τερµατίζουν.

• Ισχύει w ∈ L, αν και µόνο αν η M αποδέχεται την w.

Ορισµός ∆ʹ.3.4. Μία µη ντετερµινιστική ΜΤM = (K,Σ,Γ,∆, s,H) ηµιαποφασίζει µία γλώσ-

σα L ⊆ Σ∗, αν και µόνο αν, για κάθε συµβολοσειρά w ∈ Σ∗:

• Ισχύει w ∈ L, αν και µόνο αν από την αρχική διαµόρφωση (s,�w) υπάρχει τουλάχιστο

ένας υπολογισµός, που οδηγεί σε τελική διαµόρφωση, δηλαδή υπάρχει τουλάχιστο ένα

µονοπάτι, που τερµατίζει και η M αποδέχεται την w.
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Θα δώσουµε ένα παράδειγµα, µε την περίπτωση µηχανών, που οι συµβολοσειρές εισόδων

τους είναι περιγραφές ΜΤ! Θα χρησιµοποιούµε το συµβολισµό < M > για να εκφράσουµε

τη συµβολοσειρά, που περιγράφει µία ΜΤ M .

Παράδειγµα ∆ʹ.3.1. Ηµιαπόφαση µε προσοµοίωση

•΄Εστω η γλώσσα

L = {< M >: ηM είναι µία ΜΤ, που τερµατίζει για τουλάχιστο µία συµβολοσειρά}

Το πώς µία ΜΤ µπορεί να προσοµοιώσει µία άλλη ΜΤ ϑα περιγραφεί στις επόµενες ενότητες.

Αν υποθέσουµε ότι κάτι τέτοιο είναι εφικτό, η ΜΤ S, που ηµιαποφαίζει την L ϑα πρέπει να

λειτουργεί ως εξής, για µία είσοδο < M >:

1. Επιλέγεται µη ντετερµινιστικά µία συµβολοσειρά w ∈ Σ∗, που εγγράφεται στην ταινία.

2. Εκτελείται η M για την w.

3. Γίνεται αποδοχή.

Αν υπάρχει τουλάχιστο µία συµβολοσειρά για την οποία η M τερµατίζει, τότε ϑα υπάρχει του-

λάχιστο ένα µονοπάτι της µηχανής S, που ϑα τερµατίζει και ϑα αποδέχεται την < M >.

Για κάποια προβλήµατα, όπως εδώ το πρόβληµα αποδοχής της L, η ηµιαπόφαση είναι ότι

καλύτερο είµαστε σε ϑέση να έχουµε. Η προσέγγιση, που ακολουθήσαµε στη σχεδίαση της S,

δηλαδή η προσοµοίωση µιας άλλης µηχανής για να διαπιστωθεί αν αυτή τερµατίζει, χρησιµο-

ποιείται ευρέως, όταν δε µπορούµε να έχουµε καλύτερη λύση από την ηµιαπόφαση.

Σε ότι αφορά τον υπολογισµό συναρτήσεων από µη ντετερµινιστικές ΜΤ, ο ορισµός πρέπει

να αντιµετωπίσει το Ϲήτηµα της ύπαρξης µονοπατιών για µία είσοδο w, που επιστρέφουν

διαφορετικές τιµές στην έξοδο. ∆εδοµένου ότι κάθε συνάρτηση παίρνει µόνο µία τιµή στο

πεδίο των τιµών της, ποια από τις τιµές των διαφορετικών µονοπατιών ϑα πρέπει να είναι

το αποτέλεσµα της συνάρτησης· Για να ορίσουµε τον υπολογισµό συνάρτησης από µία µη

ντετερµινιστική ΜΤ ακολουθούµε την παρακάτω αυστηρή προσέγγιση.

Ορισµός ∆ʹ.3.5. µία µη ντετερµινιστική ΜΤM = (K,Σ,Γ,∆, s,H) υπολογίζει µία συνάρτηση

f , αν και µόνο αν για κάθε w ∈ Σ∗:

• ΄Ολα τα µονοπάτια, που µπορεί να ακολουθήσει η M για την είσοδο w τερµατίζουν,

δηλαδή είναι υπολογισµοί.

• ΄Ολοι οι υπολογισµοί της M δίνουν ως αποτέλεσµα την τιµή f(w).

Το ϑεώρηµα, που αναφέρουµε στη συνέχεια αποδεικνύει το ϐασικό αποτέλεσµα, που τονίσα-

µε στην αρχή αυτής της ενότητας : ο µη ντετερµινισµός δεν προσθέτει επιπλέον υπολογιστικές

δυνατότητες στο ϐασικό µοντέλο της ΜΤ. µπορεί η σχεδίαση µη ντετερµινιστικών ΜΤ να είναι

πιο εύκολη και η εκτέλεσή τους να είναι σηµαντικά πιο γρήγορη, αλλά δεν υπάρχει κάτι,

που δε µπορεί να εκτελεστεί από µια ισοδύναµη ντετερµινιστική ΜΤ.
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Θεώρηµα ∆ʹ.3.2. µη ντετερµινιστικές ΜΤ που (ηµι)αποφασίζουν. Αν µία µη ντετερµινιστική

ΜΤM = (K,Σ,Γ,∆, s,H) αποφασίζει µία γλώσσα L, τότε υπάρχει επίσης µία ντετερµινιστική

ΜΤ M ′, που αποφασίζει την L. Αν µία µη ντετερµινιστική ΜΤ M ηµιαποφασίζει µία γλώσσα L,

τότε υπάρχει επίσης µία ντετερµινιστική ΜΤ M ′, που ηµιαποφασίζει την L.

Απόδειξη: Η

απόδειξη στηρίζεται σε κατάλληλη κατασκευή. µία κατασκευή της ντετερµινιστικής µηχανής

M ′ από σύνολα καταστάσεων της µη ντετερµινιστικής µηχανής M , προσέγγιση που ακο-

λουθήσαµε για την απόδειξη της ισοδυναµίας των ΝΠΑ µε τα ΜΝΠΑ, δεν είναι κατάλληλη.

Στην περίπτωση των ΜΤ είµαστε αναγκασµένοι να λαµβάνουµε υπόψη και το περιεχόµενο

της ταινίας, καθώς κάθε πιθανό µονοπάτι της µη ντετερµινιστικής µηχανής χρειάζεται να

χρησιµοποιεί το δικό του αντίγραφο της ταινίας. Επιπλέον, η κατασκευή του Θεωρήµατος

που σηµειώσαµε µε την κωδικοποίηση πολλών ταινιών σε µία ταινία µε πολλές γραµµές

δεν είναι κατάλληλη, αφού σε κείνη την περίπτωση ο αριθµός των ταινιών, που πρέπει να

κωδικοποιηθούν είναι περιορισµένος και εκ των προτέρων γνωστός, κάτι που δεν ισχύει για

τον αριθµό των µονοπατιών της µη ντετερµινιστικής ΜΤ M .

Προσανατολιζόµαστε λοιπόν σε µία κατασκευή, που ϑα υλοποιεί µία προσέγγιση αναζήτη-

σης κατά µήκος των διαφορετικών µονοπατιών της µη ντετερµινιστικής ΜΤ. ∆εδοµένης µιας

εισόδου w, η M ′ ϑα επιχειρήσει να εκτελέσει συστηµατικά όλα τα δυνατά µονοπάτια της M ,

αναζητώντας κάποιο, που τερµατίζει. ΄Οταν και εάν ανακαλύψει έναν τέτοιο υπολογισµό, ϑα

τερµατίσει και αυτή. ΄Ετσι, η M ′ ϑα τερµατίσει αν και µόνο αν η M τερµατίζει. Η αναζήτηση

σε ϐάθος (depth-first search) δεν είναι κατάλληλη, επειδή µπορεί να αρχίζει από µονοπάτια,

που δεν τερµατίζουν, αν ϐέβαια µιλάµε για ΜΤ, που ηµιαποφασίζει.

Προχωράµε λοιπόν στην κατασκευή µιας ντετερµινιστικής ΜΤM ′, που ϑα εκτελεί αναζήτηση

σε εύρος (breadth-first search) µέσα στο δέντρο των µονοπατιών, που δηµιουργεί η εκτέλεση

της M . Εδώ είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε το εξής : για κάθε διαµόρφωση C της M ,

το πλήθος των διαµορφώσεων C ′ για τις οποίες ισχύει C `M C ′ είναι σταθερό και ϕραγµένο

µε τέτοιον τρόπο, που εξαρτάται από την M και όχι από την C. Αυτό συµβαίνει, επειδή το

πλήθος των διατεταγµένων Ϲευγών ((p, a), (q, b, d)) ∈ ∆, που µπορεί να εφαρµοστεί σε κάθε

ϐήµα είναι πεπερασµένο και δε µπορεί να είναι µεγαλύτερο από |K| · |Σ| · 2, που εκφράζει

το µέγιστο πλήθος δυνατών συνδυασµών (q, b, d) µε q ∈ K, b ∈ Γ και d ∈ {→,←}. Ας

ονοµάσουµε r το µέγιστο πλήθος διατεταγµένων Ϲευγών, που µπορεί να εφαρµοστεί κάθε

στιγµή, όπου r µπορεί να εκτιµηθεί µε παρατήρηση της M . Ας υποθέσουµε επίσης ότι το

µήκος του µεγαλύτερου µονοπατιού, που ϑα πρέπει να ακολουθήσει ηM πριν να αποδεχθεί

την είσοδο είναι n. Τότε ηM ′ µπορεί να χρειάζεται O
(
rn+1

)
κινήσεις, για να ϐρει µία λύση,

αφού ίσως χρειαστεί να εξερευνήσει όλο το δέντρο των πιθανών µονοπατιών ύψους n.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι για κάθε συνδυασµό κατάστασης - συµβόλου (p, a) και για κάθε ακέ-

ϱαιο i ∈ {1, 2, . . . , r} υπάρχει ένα σαφώς ορισµένο διατεταγµένο Ϲεύγος ((p, a), (qi, bi, di)).

Αν για κάποιο συνδυασµό κατάστασης - συµβόλου (p, a) υπάρχουν λιγότερα από r σχετικά
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διατεταγµένα Ϲεύγη στη ∆, τότε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορεί κάποια να επαναλη-

ϕθούν (µας ενδιαφέρει η εξαντλητική αναζήτηση).

Η M είναι µη ντετερµινιστική και εποµένως δεν είναι καθορισµένος ο τρόπος µε τον οποίο

η µηχανή ϑα επιλέγει σε κάθε ϐήµα ανάµεσα στις r διαθέσιµες επιλογές. ΄Εστω λοιπόν Md

µία ντετερµινιστική παραλλαγή της M , που στηρίζεται στο ίδιο σύνολο καταστάσεων, αλλά

χρησιµοποιεί δύο ταινίες. Η πρώτη ταινία είναι η ταινία της M , που αρχικά περιέχει την

είσοδο w, ενώ η δεύτερη ταινία αρχικά περιέχει µία συµβολοσειρά από n ακέραιους στο

διάστηµα 1, . . . , r, έστω τους i1i2 . . . in. Η Md λοιπόν ϑα λειτουργεί ως εξής για n ϐήµατα:

στο πρώτο ϐήµα, ανάµεσα στους r πιθανούς συνδυασµούς (q1, b1, d1), . . . , (qr, br, dr), που

µπορούν να εφαρµοστούν στην αρχική διαµόρφωση, η Md επιλέγει τον i1-οστό συνδυασµό,

που υποδεικνύεται από το σύµβολο i1, που µόλις διαβάστηκε στη δεύτερη ταινία και η νέα

διαµόρφωση σχηµατίζεται εκτελώντας τη µετάβαση (qi1 , bi1 , di1). Ταυτόχρονα, η Md κινεί

την κεφαλή της δεύτερης ταινίας προς τα δεξιά, έτσι ώστε στη συνέχεια να διαβάσει το i2.

Στο επόµενο ϐήµα, η Md παίρνει τον i2-οστό συνδυασµό, µετά τον i3-οστό, κ.ο.κ. ΄Οταν η

Md συναντήσει ένα κενό στη δεύτερη ταινία της, που σηµαίνει ότι της έχουν τελειώσει οι

υποδείξεις, τότε τερµατίζει.

Θα περιγράψουµε τη ντετερµινιστική ΜΤ M ′, ως µία ΜΤ τριών ταινιών, αφού γνωρίζουµε

από το πρώτο Θεώρηµα ότι η M ′ µπορεί να µετατραπεί σε µία ισοδύναµη ΜΤ µια ταινίας.

Οι τρεις ταινίες της M ′ χρησιµοποιούνται ως εξής :

1. Η πρώτη ταινία περιέχει πάντα την αρχική είσοδο w, έτσι ώστε κάθε προσοµοιούµενος

υπολογισµός της M να µπορεί να ξεκινήσει εκ νέου µε την ίδια είσοδο.

2. Η δεύτερη και η τρίτη ταινία χρησιµοποιούνται, για να προσοµοιώνουν την Md, µε

όλες τις συµβολοσειρές της τρίτης ταινίας να ανήκουν στη {1, 2, . . . , r}∗. Πριν από την

προσοµοίωση κάθε νέου µονοπατιού από τηνM αντιγράφεται η είσοδος από την πρώτη

ταινία στη δεύτερη. Αρχικά η τρίτη ταινία περιέχει την ε.

3. Ανάµεσα σε δύο προσοµοιώσεις τηςMd, ηM ′ χρησιµοποιεί µία ΜΤ N , για να παράξει

την επόµενη λεξικογραφικά συµβολοσειρά του {1, 2, . . . , r}∗. ΄Ετσι, αρχίζοντας από την

ε, η N ϑα παράξει τις συµβολοσειρές

1, 2, . . . , r, 11, 12, . . . , rr, 111, . . .

.

Η M ′ είναι η ΜΤ, που απεικονίζεται στο Σχήµα ∆ʹ.12 Η C1→2 συµβολίζει µία απλή ΜΤ, η

οποία διαγράφει τα περιεχόµενα της δεύτερης ταινίας και αντιγράφει τα περιεχόµενα της

πρώτης στη δεύτερη. Η N3 παράγει την επόµενη λεξικογραφικά συµβολοσειρά στην τρίτη

ταινία και ηM2,3 είναι η ντετερµινιστική παραλλαγή τηςM , η οποία λειτουργεί στη δεύτερη

και στην τρίτη ταινία.
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>C1 2 N 3 N2,3d

Σχήµα ∆ʹ.12: Ντετερµινιστική ΜΤ M ′ για τη µη ντετερµινιστική ΜΤ M

Ισχυριζόµαστε ότι η M ′ τερµατίζει µε µία είσοδο w, αν και µόνο αν κάποιο µονοπάτι της M

τερµατίζει. Ας υποθέσουµε ότι η M ′ πράγµατι τερµατίζει µε είσοδο w. Τότε, αυτό σηµαίνει

ότι για κάποια συµβολοσειρά i1i2 . . . in ∈ {1, 2, . . . , r}∗ της τρίτης ταινίας, όταν ηMd ξεκινάει

µε την w στη δεύτερη ταινία, τερµατίζει πριν η κεφαλή της τρίτης ταινίας οδηγηθεί στα κενά

σύµβολα. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα µονοπάτι της M µε είσοδο w, που τερµατίζει

(υπολογισµός).

Αντιστρόφως, αν υπάρχει µονοπάτι τηςM µε είσοδο w που τερµατίζει, έστω σε n ϐήµατα, τότε

στην M ′ η συµβολοσειρά του {1, 2, . . . , r}∗, που αντιστοιχεί στις επιλογές του µονοπατιού

τηςM , που τερµατίζει, ϑα παραχθεί µια κάποια στιγµή από την N3 και ηMd ϑα τερµατίσει,

όταν ϑα διαβάσει το τελευταίο σύµβολο αυτής. Εποµένως, ϑα τερµατίσει και η M ′.

Μη ντετερµινιστικές Μηχανές Turing που υπολογίζουν. Αν µία µη ντετερµινιστική ΜΤ M =

(K,Σ,Γ,∆, s,H) υπολογίζει µία συνάρτηση f , τότε υπάρχει επίσης µία ντετερµινιστική ΜΤ

M ′, που υπολογίζει την f .

Απόδειξη: Η

απόδειξη στηρίζεται σε κατάλληλη κατασκευή, που είναι ανάλογη µε την κατασκευή στην

απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.

∆ʹ.4 Προσοµοίωση Υπολογιστή µε ΜΤ

Είδαµε ότι η προσθήκη ταινιών στις απλές ΜΤ δεν προσθέτει επιπλέον υπολογιστικές δυνα-

τότητες και το ίδιο συµβαίνει επίσης όταν µία ΜΤ χρησιµοποιεί µη ντετερµινιστική επιλογή.

•Εχει όµως ενδιαφέρον να διερευνήσουµε αν η προσθήκη πανοµοιότυπων χαρακτηριστικών

µε αυτά ενός πραγµατικού υπολογιστή ϑα δηµιουργούσε ένα ακόµη πιο ισχυρό µοντέλο υ-

πολογισµού. Τα χαρακτηριστικά ενός απλού υπολογιστή, που ϑα µπορούσαν να προστεθούν

σε µία ΜΤ είναι τα παρακάτω:

• Απεριόριστος αριθµός κελιών µνήµης, που διευθυνσιοδοτούνται µε ακέραιους αριθ-

µούς, που αρχίζουν από το 0. Αυτά τα κελιά µνήµης µπορεί να χρησιµοποιούνται,

τόσο για την αποθήκευση εντολών προγράµµατος, όσο και για την αποθήκευση δεδο-

µένων. Υποθέτουµε ότι δεν υπάρχει όριο στον αριθµό των bits, που αποθηκεύονται σε

κάθε κελί.

• ΄Ενα σύνολο εντολών για τις ϐασικές πράξεις, που περιλαµβάνουν την ανάγνωση (R), τη

µετακίνηση του δείκτη εισόδου προς τα αριστερά (MR) ή τα δεξιά (ML), τη ϕόρτωση



ΚΕΦΑΛΑΙΟ ∆ʹ. ΜΗΧΑΝΕΣ TURING 59

(L), την αποθήκευση (STO), την πρόσθεση (A), την αφαίρεση (S), την αλλαγή γραµ-

µής (JUMP ), την υπό προϋπόθεση αλλαγή γραµµής (CJUMP ) και τον τερµατισµό

(H).

• ΄Εναν µετρητή προγράµµατος.

• ΄Εναν καταχωρητή διεύθυνσης.

• ΄Ενα συσσωρευτή µε τον οποίο εκτελούνται πράξεις.

• ΄Ενα µικρό αριθµό καταχωρητών ειδικού σκοπού.

• ΄Ενα αρχείο εισόδου.

• ΄Ενα αρχείο εξόδου.

Μία ΜΤ µε τα παραπάνω χαρακτηριστικά ϑα µπορούσε να λειτουργήσει ως ένας πραγµατικός

υπολογιστής. Θα µπορούσε για παράδειγµα να εκτελέσει το πρόγραµµα:

R 11 /∗ Read 3 bits from the input tape

/∗ and put them into the accumulator.

MR 11 /∗ Move the input pointer 3bits to

/∗ the right.

CJUMP 1011 /∗ If the value in the accumulator

/∗ is 0, jump to location 1011.

A 11001 /∗ Add to the accumulator value

/∗ the value at location 11001.

STO 11001 /∗ Store the result back in location

/∗ 11001.

Θεώρηµα ∆ʹ.4.1. Προσοµοίωση υπολογιστή µε ΜΤ ΄Ενας υπολογιστής άµεσης προσπέλασης

µε πρόγραµµα στη µνήµη µπορεί να προσοµοιωθεί από µία απλή ΜΤ. Αν ο υπολογιστής απαιτεί

n ϐήµατα, για να εκτελέσει µία λειτουργία, τότε η προσοµοίωση της ΜΤ ϑα απαιτεί O(n6)

ϐήµατα.

Απόδειξη: Η

απόδειξη στηρίζεται σε κατάλληλη κατασκευή προσοµοίωσης. Ο προσοµοιωτής ϑα χρησιµο-

ποιεί επτά ταινίες :

• Η Ταινία 1 ϑα διατηρεί τη µνήµη του υπολογιστή. Θα είναι οργανωµένη ως µία σειρά

από Ϲεύγη (δ/νση, µνήµη), που ϑα διαχωρίζονται µεταξύ τους µε ”; ”. Οι διευθύνσεις

και οι τιµές ϑα αναπαριστώνται στο δυαδικό σύστηµα. Αυτό σηµαίνει ότι χρειάζεται

µία δυαδική κωδικοποίηση των προγραµµάτων.
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• Η Ταινία 2 ϑα διατηρεί τον µετρητή του προγράµµατος, που ϑα είναι η τιµή ενός δείκτη

στη µνήµη, που ϐρίσκεται στην Ταινία 1.

• Η Ταινία 3 ϑα διατηρεί τον καταχωρητή διεύθυνσης.

• Η Ταινία 4 ϑα διατηρεί το συσσωρευτή.

• Η Ταινία 5 ϑα διατηρεί τον κωδικό πράξης της τρέχουσας εντολής.

• Η Ταινία 6 ϑα διατηρεί το αρχείο εισόδου.

• Η Ταινία 7 ϑα διατηρεί το αρχείο εξόδου, που αρχικά ϑα είναι κενό.

΄Οπως όλες οι ΜΤ, ο προσοµοιωτής ϑα ξεκινήσει µε την είσοδό του στην Ταινία 1, ενώ όλες

οι άλλες ταινίες ϑα είναι κενές. Η προσοµοίωση χρειάζεται δύο εισόδους, το πρόγραµµα

που ϑα προσοµοιωθεί και την είσοδο για την οποία τρέξει η προσοµοίωση. Οι δύο είσοδοι

κωδικοποιούνται στην Ταινία 1, όπου ϐρίσκονται διαχωρισµένες από τον ειδικό χαρακτήρα

%.

Θα υποθέσουµε ότι το πρόγραµµα ϐρίσκεται αποθηκευµένο στην περιοχή της µνήµης, που

αρχίζει από τη διεύθυνση 0 και άρα ο µετρητής του προγράµµατος πρέπει να αρχικοποιηθεί

µε την τιµή 0. Παραλείπουµε µία αναλυτική περιγραφή της λειτουργίας της προσοµοίωσης,

εστιάζοντας στη σηµαντική παρατήρηση ότι ο αριθµός των ϐηµάτων, που απαιτούνται για

την εκτέλεση των πράξεων που ορίσαµε, δίνεται στη χειρότερη περίπτωση ως µία γραµµική

συνάρτηση του µήκους της Ταινίας 1.

Αν ϑεωρήσουµε ότι η προσοµοίωση αρχίζει χρησιµοποιώντας µία περιοχή µήκους k στην

Ταινία 1, κάθε εντολή µπορεί να αυξάνει τον αριθµό των διευθύνσεων µνήµης κατά ένα και

αυτό γιατί µία πράξη αποθήκευσης µπορεί να εγγράψει σε διεύθυνση, που δε χρησιµοποιού-

νταν προηγουµένως. Επιπλέον, κάθε εντολή µπορεί να αυξάνει το µήκος µιας «λέξης» της

µηχανής κατά ένα, αφού η πράξη A µπορεί να δηµιουργεί τιµές, που είναι κατά ένα bit µε-

γαλύτερες σε µήκος από τα ορίσµατα. ΄Αρα, µετά από n ϐήµατα προσοµοίωσης το µήκος της

ταινίας ϑα µπορούσε να είναι k + n2 αν δηµιουργούνται συνεχώς νέες «λέξεις» και το µήκος

των «λέξεων» διαρκώς µεγαλώνει. Αν υποθέσουµε ότι n ≥ k, τότε µπορούµε να πούµε ότι το

µήκος της ταινίας µετά από n ϐήµατα είναι O(n2). Εποµένως για ένα ϐήµα του αρχικού

προγράµµατος, η ΜΤ των επτά ταινιών µπορεί να χρειάζεται το πολύ O(n2) ϐήµατα, ενώ για

όλα τα n ϐήµατα του προγράµµατος ϑα χρειάζεται συνολικά O(n3) δικά της ϐήµατα.

Η προσοµοίωση, που περιγράψαµε χρησιµοποιεί επτά ταινίες. Από το Θεώρηµα 3.1 γνωρί-

Ϲουµε ότι µία ΜΤ πολλών ταινιών, που εκτελεί n ϐήµατα µπορεί να προσοµοιωθεί από µία

απλή ΜΤ µε µία ταινία, που ϑα εκτελείO(n2) ϐήµατα, ανεξαρτήτως του αριθµού των ταινιών.

Κατά συνέπεια, ο αριθµός των ϐηµάτων, που χρειάζεται µία απλή ΜΤ µιας ταινίας, για να

προσοµοιώσει ένα πρόγραµµα από n ϐήµατα, ϑα είναιO(n6). Αυτό συνιστά µία αύξηση, που

είναι πολυωνυµική συνάρτηση του αριθµού των ϐηµάτων του προγράµµατος, σε αντίθεση µε
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την εκθετική αύξηση, που χαρακτηρίζει την προσοµοίωση της µη ντετερµινιστικής ΜΤ στην

απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.

Κάθε πρόγραµµα, που γράφεται σε γλώσσα προγραµµατισµού υψηλού επιπέδου, µπορεί

να µεταφραστεί σε κώδικα για µία απλή µηχανή τυχαίας προσπέλασης, όπως αυτή που

περιγράψαµε. Αφού λοιπόν δείξαµε ότι οποιαδήποτε µηχανή αυτού του τύπου µπορεί να

προσοµοιωθεί από µία απλή ΜΤ, ϑα µπορούµε στο εξής να ορίζουµε ΜΤ χρησιµοποιώντας

ψευδοκώδικα.

∆ʹ.5 Εναλλακτικοί ορισµοί ΜΤ

Στη συνέχεια εξετάζουµε έναν τρόπο ορισµού ΜΤ, καθώς και το ϱόλο της στοίβας, που υπάρ-

χει στα Αυτόµατα Στοίβας, αλλά δεν υπάρχει στις µηχανές Turing.

∆ʹ.5.1 ΜΤ µε ταινία άπειρου µήκους προς µία κατεύθυνση

Σε πολλά ϐιβλία προτείνεται ο ορισµός ΜΤ µε µία ταινία, που εκτείνεται σε άπειρο µήκος

µόνο ως προς τα δεξιά, ενώ σε άλλα ϐιβλία υιοθετείται ένας ορισµός κατά τον οποίο η ταινία

εκτείνεται σε άπειρο µήκος ως προς και τις δύο κατευθύνσεις.

Θεώρηµα ∆ʹ.5.1. Ταινία άπειρου µήκους προς µία κατεύθυνση Οποιοσδήποτε υπολογισµός

ΜΤ µε ταινία άπειρου µήκους ως προς τις δύο κατευθύνσεις προσοµοιώνεται από µία ΜΤ µε

ταινίες, που εκτείνονται σε άπειρο µήκος ως προς µία µόνο κατεύθυνση.

Απόδειξη: ΄Ε

στω M µία ΜΤ µε ταινία άπειρου µήκους ως προς τις δύο κατευθύνσεις. Θα περιγράψου-

µε µία ισοδύναµη ΜΤ M ′ µε ταινίες άπειρου µήκους, που εκτείνεται ως προς µία µόνο

κατεύθυνση. Η M ′ ϑα χρησιµοποιεί τρεις ταινίες.

Η πρώτη ταινία διατηρεί το µέρος της ταινίας της M από το τετράγωνο, που ϐρίσκεται η

κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής και εκτείνεται προς τα δεξιά. Η δεύτερη ταινία τηςM ′ διατηρεί

το µέρος της ταινίας της M , που εκτείνεται από τη ϑέση της κεφαλής ανάγνωσης/εγγραφής

προς τα αριστερά. Τέλος, η τρίτη ταινία ϑα καταµετρά σε µοναδιαίο σύστηµα µε ϐάση

το 1 τον αριθµό των κινήσεων, που έχει κάνει µέχρι στιγµής η M . ΄Ενα παράδειγµα της

συγκεκριµένης αναπαράστασης ϕαίνεται στο Σχήµα ∆ʹ.13.

Η M ′ έχει τρεις κεφαλές ανάγνωσης/εγγραφής, µία κεφαλή (µε µη διακεκοµµένη γραµµή)

σε κάθε ταινία της. Η M ′ χρησιµοποιεί τον πεπερασµένο έλεγχο καταστάσεων, για να κρατά

λογαριασµό σχετικά µε το αν η προσοµοιωµένη κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής της M (δια-

κεκοµµένη γραµµή) ϐρίσκεται στην ταινία 1 ή στην ταινία 2. Αν η προσοµοιωµένη κεφαλή

ανάγνωσης/εγγραφής ϐρίσκεται στο τετράγωνο t της ταινίας 1, τότε η κεφαλή ανάγνωση-

ς/εγγραφής της ταινίας 2 της M ′ ϑα ϐρίσκεται στο άκρο της ταινίας από αριστερά, ενώ η
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κεφαλή της ταινίας 1 ϑα ϐρίσκεται στο τετράγωνο t. µία αντίστοιχη λειτουργία ϑα έχουµε αν

η προσοµοιωµένη κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής ϐρίσκεται στην περιοχή της ταινίας 2.

Αρχικά η ταινία 1 της M ′ ϑα είναι ακριβώς ίδια µε την ταινία της M , η ταινία 2 ϑα είναι

κενή και η ταινία 3 ϑα είναι επίσης κενή, αφού δεν έχει γίνει ακόµη καµία κίνηση από την

M ′. Οι κινήσεις της ΜΤ M προσοµοιώνονται ως εξής. Αν η κεφαλή της M επιχειρήσει να

Η ταινία δύο κατευθύνσεων

...

Η προσωμοίωση: 
Η ταινία 1: 

Η ταινία 2: 

Η ταινία 3: 

α α b b c c

b c c

b α α

...

...

...

...

Σχήµα ∆ʹ.13: Προσοµοίωση ΜΤ δύο κατευθύνσεων από ταινίες µιας κατεύθυνσης

κινηθεί προς το αριστερό άκρο της ταινίας, η M ′ ϑα αρχίσει να εγγράφει στο αριστερό άκρο

της ταινίας 2. Αν η M συνεχίσει να κινείται προς τα αριστερά, η κεφαλή της M ′ στη ταινία 2

ϑα κινηθεί προς τα δεξιά. Αν η κεφαλή της M επιστρέψει στην αρχική της ϑέση κινούµενη

προς τα δεξιά, τότε η κεφαλή τηςM ′ στην ταινία 1 ϑα αρχίσει να κινείται προς τα δεξιά. ΄Οταν

τερµατίσει η M , τότε τερµατίζει η προσοµοίωση της από την M ′.

Στην περίπτωση που η M ′ πρέπει να υπολογίσει µία συνάρτηση, είναι απαραίτητο να εξα-

σφαλίσει ότι όταν ϑα τερµατίσει περιέχει στην ταινία 1 ακριβώς τη συµβολοσειρά, που ϑα

έπρεπε να περιέχει η ταινία της M . µέρος αυτής της συµβολοσειράς µπορεί να ϐρίσκεται

στην ταινία 2 και γι΄ αυτό τα περιεχόµενα της ταινίας 1 ϑα πρέπει να µετακινηθούν προς

τα δεξιά ώστε να δηµιουργηθεί επαρκής χώρος για τα περιεχόµενα της ταινίας 2, που ϑα

µεταφερθούν. Ο µέγιστος αριθµός συµβόλων, που µπορεί να έχει εγγράψει ηM ′ στην ταινία

2 είναι n, όπου n είναι ο αριθµός των κινήσεων, που έχει εκτελέσει η M και ϐρίσκεται κατα-

γεγραµµένος στην ταινία 3. ΄Ετσι, η M ′ µετακινείται n τετράγωνα προς τα δεξιά στην ταινία

2. Στη συνέχεια µετακινείται ένα τετράγωνο κάθε ϕορά προς τα αριστερά για όσο διαβάζει

µόνο κενά και κάθε ϕορά, που εκτελεί µία τέτοια κίνηση σβήνει ένα 1 από την ταινία 3. ΄Οταν

ϐρει το πρώτο µη κενό σύµβολο στην ταινία 2, τότε η ταινία 3 ϑα περιέχει την αναπαράστα-

ση του αριθµού (σε µοναδιαίο σύστηµα µε ϐάση το 1) των ϕορών, που η M ′ ϑα πρέπει να

µετακινήσει τα περιεχόµενα της ταινίας 1 προς τα δεξιά (κατά µία ϑέση), για να αντιγράψει

ένα σύµβολο από την ταινία 2 στην ταινία 1. Η M ′ εκτελεί αυτή τη µεταφορά συµβόλων όσες

ϕορές χρειάζεται και τότε τερµατίζει.

Είναι προφανές ότι ένας οποιοσδήποτε υπολογισµός ΜΤ µε ταινία άπειρου µήκους προς µία

κατεύθυνση µπορεί εύκολα να προσοµοιωθεί από ΜΤ µε ταινία άπειρου µήκους ως προς

τις δύο κατευθύνσεις και έτσι ϑεµελιώνεται η εκφραστική ισοδυναµία των δύο παραλλαγών
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ορισµού ΜΤ.

∆ʹ.5.2 Ο ϱόλος της στοίβας και της ταινίας

Σε σχέση µε το υπολογιστικό µοντέλο του ΑΣ, οι ΜΤ δε χρησιµοποιούν στοίβα. Η άπειρη σε

µήκος ταινία των ΜΤ µας έχει δώσει περισσότερες υπολογιστικές δυνατότητες από τη χρήση

της στοίβας. Για να αποσαφηνίσουµε το ϱόλο της στοίβας ως προς το ϱόλο της ταινίας στις

ΜΤ προσπαθούµε να απαντήσουµε στα εξής ερωτήµατα:

• Ευνοώντας τη χρήση µιας ταινίας, που εκτείνεται σε άπειρο µήκος αντί µιας στοίβας,

µήπως έχουν χαθεί κάποιες υπολογιστικές δυνατότητες, που είχαµε µε τη χρήση της

στοίβας ;

• Θα µπορούσαµε να εξασφαλίσουµε την ισχύ, που µας δίνει η ταινία της ΜΤ, χρησιµο-

ποιώντας µόνο στοίβες ;

Θεώρηµα ∆ʹ.5.2. Προσοµοίωση Αυτόµατων Στοίβας από µηχανές Turing Η λειτουργία οποιου-

δήποτε ΑΣ P µπορεί να προσοµοιωθεί από µία ΜΤ M .

Απόδειξη: Η

απόδειξη γίνεται µε κατάλληλη κατασκευή. ∆οθέντος ενός ΑΣ P κατασκευάζουµε µία (πι-

ϑανώς) µη ντεντερµινιστική ΜΤ M , που προσοµοιώνει τη λειτουργία του P . Εφόσον στο P

έχουµε ένα πεπερασµένο αριθµό καταστάσεων, η M µπορεί να παρακολουθεί την τρέχουσα

κατάσταση του P µε το δικό της πεπερασµένο έλεγχο καταστάσεων.

΄Οπως ϕαίνεται στο Σχήµα , κάθε διακλάδωση εκτέλεσης της ΜΤ M , ϑα χρησιµοποιεί δύο

ταινίες, µία για την είσοδο και µία για τη στοίβα. Η ταινία 1 ϑα λειτουργεί ως µία ϱοή εισόδου,

που τροφοδοτεί το ΑΣ και ϑα χρησιµοποιείται αποκλειστικά για ανάγνωση. ΗM ϑα µετακινεί

την κεφαλή στην ταινία 1 µόνο προς τα δεξιά κατά ένα τετράγωνο κάθε ϕορά. Η ταινία 2

ϑα µιµείται τη συµπεριφορά της στοίβας της M , µε την κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής να

κινείται πίσω και µπρος, καθώς ϑα εισάγονται και ϑα αφαιρούνται σύµβολα από τη στοίβα.

Η Μ ϑα λειτουργεί ως εξής :

1. Αρχικοποίηση. Γράψε στη ϑέση της κεφαλής ανάγνωσης/εγγραφής της ταινίας 2, που

ϑα υποδεικνύει το κάτω όριο της στοίβας. Στην προσοµοιωµένη κατάσταση Ssim τίθεται

η τιµή s, της αρχικής κατάστασης του P .

2. Προσοµοίωση. ΄Εστω ς το σύµβολο στη ϑέση της κεφαλής ανάγνωσης/εγγραφής της

ταινίας 1. Για κάθε ϐήµα της λειτουργίας του P εκτέλεσε :

(αʹ) Αν c = �, τερµάτισε µε αποδοχή αν η Ssim είναι µία κατάσταση αποδοχής του P

, ενώ διαφορετικά τερµάτισε µε απόρριψη.
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Είσοδος: Tαινία 1 

...

Ταινία 2 

Αντιστοιχεί στη: 
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Σχήµα ∆ʹ.14: Προσοµοίωση ΑΣ από ΜΤ

(ϐʹ) Επέλεξε µη ντεντερµινιστικά από την ∆ µία µετάβαση της µορφής (Ssim, ε, pop) , (q2, push)

ή (Ssim , ε, pop, (q2, push). µε άλλα λόγια επιλέγεται µία µετάβαση από την τρέ-

χουσα κατάσταση, που είτε διαβάζει το τρέχον σύµβολο εισόδου, είτε διαβάζει ε.

(γʹ) Σάρωσε προς τα αριστερά στην ταινία 2 |pop| τετράγωνα, εγγράφοντας κενό σε

καθένα από αυτά, ενώ ελέγχεται αν η συµβολοσειρά στην ταινία 2 ταιριάζει µε

την pop. Αν δεν ταιριάζει, τότε τερµατίζεται αυτό το µονοπάτι. ∆ιαφορετικά, η

κεφαλή της ταινίας 2 συνεχίζει κινούµενη προς τα δεξιά για |push| τετράγωνα
εγγράφοντας στην ταινία τα σύµβολα της push.

(δʹ) Αν δεν έχει εκτελεστεί µία µετάβαση-ε, µετακίνησε την κεφαλή ανάγνωσης/εγ-

γραφής ένα τετράγωνο προς τα δεξιά και ϑέσε το σύµβολο σε αυτό το τετράγωνο

στο c.

(εʹ) Θέσε στη Ssim το q2 και επανέλαβε.

Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι δε χάσαµε υπολογιστική ισχύ εγκαταλείποντας τη

χρήση της στοίβας για χάρη της ταινίας της ΜΤ.

Σχετικά µε το δεύτερο ερώτηµα, που ϑέσαµε, αν δηλαδή ϑα µπορούσαµε να εξασφαλίσουµε

την υπολογιστική ισχύ της άπειρης εγγράψιµης ταινίας των ΜΤ χρησιµοποιώντας αποκλει-

στικά στοίβες, η απάντηση είναι καταφατική. Οποιαδήποτε ΜΤ M µπορεί να προσοµοιωθεί

από ένα ΑΣ P µε δύο στοίβες. Ας ϑεωρήσουµε ότι η ταινία της M περιέχει τα σύµβολα, που

απεικονίζονται στο πάνω µέρος του Σχήµατος . Τότε, οι δύο στοίβες της P , που προσοµοιώ-

νουν την ταινία της M ϑα έχουν τα περιεχόµενα, που ϕαίνονται στο κάτω µέρος του ίδιου

σχήµατος. Η στοίβα 1 περιέχει τα σύµβολα στο ενεργό µέρος της ταινίας της M µέχρι και τη

ϑέση της κεφαλής ανάγνωσης/εγγραφής. Η στοίβα 2 περιέχει τα σύµβολα από το υπόλοιπο

ενεργό µέρος της ταινίας. ΄Οταν η κεφαλή της M µετακινείται προς τα αριστερά, τότε εξά-

γεται το σύµβολο στην κορυφή της στοίβας 1 και εισάγεται στη Στοίβα 2. Αν η κεφαλή της

M µετακινηθεί στο κενό µέρος από την αριστερή πλευρά της ταινίας, τότε το σύµβολο που

εγγράφεται απλά εισάγεται στην κορυφή της στοίβας 1. ΄Οταν η κεφαλή της M µετακινείται

προς τα δεξιά, τότε εξάγεται το σύµβολο στην κορυφή της στοίβας 2 και εισάγεται στη στοίβα
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Σχήµα ∆ʹ.15: Προσοµοίωση της ταινίας µιας ΜΤ από δύο στοίβες

1. Αν η κεφαλή της M µετακινηθεί στο κενό µέρος από τη δεξιά πλευρά της ταινίας, τότε το

σύµβολο που εγγράφεται απλά εισάγεται στην κορυφή της στοίβας 1.

∆ʹ.6 Γενική µηχανή Turing

Στα προβλήµατα, που επεξεργαστήκαµε µέχρι τώρα, οι ΜΤ που περιγράψαµε, είχαν σχεδια-

στεί για να κάνουν αποκλειστικά και µόνο µία συγκεκριµένη λειτουργία. µήπως είναι πιο

επωφελής η σχεδίαση µιας ΜΤ, που «προγραµµατίζεται», όπως οι ηλεκτρονικοί µας υπολογι-

στές ; µία τέτοια ΜΤ ϑα δέχεται ως είσοδο ένα Ϲεύγος αποτελούµενο από την περιγραφή µιας

οποιασδήποτε ΜΤ M και µιας συµβολοσειράς εισόδου w και ϑα παράγει ως αποτέλεσµα την

έξοδο της µηχανής M µε είσοδο w. Πράγµατι, µία τέτοια κατασκευή είναι δυνατή και είναι

η Γενική µηχανή Turing U .

Για να ορίσουµε την U χρειαζόµαστε τα εξής :

1. Να ορίσουµε µία κωδικοποίηση, που ϑα χρησιµοποιείται για να περιγράφεται στην U

ένα Ϲεύγος οποιασδήποτε ΜΤ M και συµβολοσειράς w.

2. Να περιγράψουµε τη λειτουργία της U για ένα Ϲεύγος M και w.

∆ʹ.6.1 Κωδικοποίηση ΜΤ ως συµβολοσειρά

µία οποιαδήποτε ΜΤ M ϑα πρέπει να κωδικοποιείται ως συµβολοσειρά < M > αλφάβητου

σταθερού µεγέθους, για οποιοδήποτε αριθµό καταστάσεων και αλφάβητο τηςM ενός οποιου-

δήποτε µεγέθους. Η προφανής λύση είναι να κωδικοποιούνται τα σύνολα καταστάσεων και

τα αλφάβητα ως δυαδικές συµβολοσειρές.

Ας ξεκινήσουµε µε την κωδικοποίηση του χώρου καταστάσεων K. Ανάλογα µε το µέγεθος

του K καθορίζουµε τον αριθµό i των δυαδικών ψηφίων, που απαιτούνται για την αρίθµηση
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των καταστάσεων από 0 µέχρι |K|− 1 και εκχωρούµε σε κάθε κατάσταση τη δυαδική συµβο-

λοσειρά µήκους i, που αντιστοιχεί στην αρίθµηση της. Κατά σύµβαση, η αρχική κατάσταση

είναι η 0. Οι άλλες καταστάσεις µπορεί να αριθµούνται µε οποιαδήποτε σειρά. ΄Εστω t′ η

δυαδική συµβολοσειρά για την κατάσταση t. Υιοθετούµε τις εξής συµβάσεις :

• Αν t είναι η κατάσταση τερµατισµού y, τότε αυτή κωδικοποιείται µε τη συµβολοσειρά

yt′.

• Αν t είναι η κατάσταση τερµατισµού n, τότε αυτή κωδικοποιείται µε τη συµβολοσειρά

nt′.

• Αν t είναι οποιαδήποτε άλλη κατάσταση, τότε αυτή κωδικοποιείται µε τη συµβολοσειρά

qt′.

Στη συνέχεια κωδικοποιούµε το αλφάβητο της ταινίας. Θα ξεκινήσουµε αποφασίζοντας τον

αριθµό j των δυαδικών ψηφίων, που απαιτούνται για την κωδικοποίηση των αριθµών από 0

µέχρι |Γ| − 1, όπου |Γ| το µέγεθος του αλφάβητου. Σε κάθε σύµβολο εκχωρείται η δυαδική

συµβολοσειρά µήκους j, που αντιστοιχεί στην αρίθµηση του. Τέλος, αν c′ είναι η δυαδική

συµβολοσειρά, που αντιστοιχεί στο σύµβολο c, τότε το σύµβολο κωδικοποιείται µε τη συµβο-

λοσειρά ac′.

Περιγράφουµε τώρα την κωδικοποίηση της συνάρτησης δ, που ορίζεται από πεντάδες της

µορφής (κατάσταση, σύµβ. εισόδου, κατάσταση, σύµβ. εξόδου, κίνηση). Οι καταστάσεις και

τα σύµβολα κωδικοποιούνται σύµφωνα µε όσα συζητήθηκαν, οπότε αποµένει η κωδικοποίη-

ση των κινήσεων→ και← της κεφαλής, που γίνεται απλά µε τη χρήση του ίδιου συµβόλου.

Κάθε µετάβαση κωδικοποιείται µε µία συµβολοσειρά, που περιέχει όλες τις κωδικοποιήσεις

των καταστάσεων, των συµβόλων και της κίνησης της κεφαλής, ενώ οι διαφορετικές µεταβά-

σεις της δ διαχωρίζονται µεταξύ τους µε κόµµα.

Παράδειγµα ∆ʹ.6.1. Κωδικοποίηση ενός πλήρους ορισµού ΜΤ. Ας ϑεωρήσουµε ΜΤ M , που

ορίζεται ως εξής :

M = ({q0, q1, h} , {a, b, c} , {�, a, b, c} , δ, q0, {h})
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όπου

δ = ( ((q0,�), (q1,�,→)) ,

((q0, a), (q0, b,→)) ,

((q0, b), (q1, a,←)) ,

((q0, c), (q1, b,←)) ,

((q1,�), (q0, a,→)) ,

((q1, a), (q1, b,→)) ,

((q1, b), (q1, b,→)) ,

((q1, c), (h, a,←)))

Ξεκινούµε κωδικοποιώντας πρώτα την κάθε κατάσταση και το καθένα από τα σύµβολα της

ταινίας :

κατάσταση/σύµβολο κωδικοποιήση

q0 q00

q1 q01

h q10

� a00

a a01

b a10

c a11

Η πλήρης κωδικοποίηση της ΜΤ M είναι η συµβολοσειρά < M >, ως εξής :

(q00, a00, q01, a00,→) , (q00, a01, q00, a10,→) , (q00, a10, q01, a01,←) ,

(q00, a11, q01, a10,←) , (q01, a00, q00, a01,→) , (q01, a01, q01, a10,→) ,

(q01, a10, q01, a10,←) , (q01, a11, q10, a01,←)

Η Γενική ΜΤ ϑα δέχεται στην είσοδο µία ΜΤ M και µία συµβολοσειρά w και ϑα προσοµοιώ-

νει την εκτέλεση τηςM µε είσοδο w. Καταλαβαίνουµε λοιπόν ότι χρειάζεται η κωδικοποίηση

δύο ή ενδεχοµένως και περισσότερων παραµέτρων ως µία µόνο συµβολοσειρά. Αυτό γίνεται

εύκολα ως εξής : κωδικοποιούµε πρώτα κάθε παράµετρο ξεχωριστά και στη συνέχεια παίρ-

νουµε την παράθεση όλων των παραµέτρων χρησιµοποιώντας ένα σύµβολο διαχωρισµού τους,

που δεν ανήκει στο αλφάβητο κάποιας συµβολοσειράς. Για παράδειγµα, ϑα µπορούσαµε να

κωδικοποιήσουµε το Ϲεύγος (< M >,< abba >) ως < M >;< abba >. Θα χρησιµοποιούµε

το συµβολισµό < w1, w2, . . . , wn >, για να αναπαραστήσουµε µία µόνο συµβολοσειρά, που

ϑα κωδικοποιεί την ακολουθία των συµβολοσειρών w1, w2, . . . , wn.

΄Εχοντας υιοθετήσει µία καλά ορισµένη κωδικοποίηση < M > για οποιαδήποτε ΜΤM µπο-

ϱούµε επίσης να περάσουµε την < M > ως είσοδο σε προγράµµατα διαφορετικά από τη
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γενική ΜΤ U , που ϑα µπορούν να εφαρµόσουν µία λειτουργία στηνM . ΄Ετσι, ϑα µπορούµε

να ϑεωρήσουµε ότι ορίζεται µία ΜΤ T , που δέχεται ως είσοδο την περιγραφή µιας άλλης

ΜΤ, έστω τηςM1 και τη µετασχηµατίζει στην περιγραφή µιας διαφορετικής ΜΤ, έστω τηςM2.

∆ʹ.6.2 Η Γενική µηχανή Turing

Σύµφωνα µε το εισαγωγικό σηµείωµα αυτής της ενότητας, η ΜΤ U που ϑα ορίσουµε είναι η

Γενική ΜΤ µε την έννοια ότι δοθείσης µιας οποιασδήποτε ΜΤM και µιας εισόδου w, η U ϑα

προσοµοιώσει τη λειτουργία της M για είσοδο w. Πιο συγκεκριµένα, για είσοδο < M,w >

η U ϑα πρέπει :

• Να τερµατίζει, αν και µόνο αν η M τερµατίζει µε είσοδο w.

• Αν η M είναι µία µηχανή απόφασης ή ηµιαπόφασης, τότε :

– Αν η M αποδέχεται, να αποδέχεται και η U την είσοδο.

– Αν η M απορρίπτει, να απορρίπτει και η U την είσοδο.

• Αν η M υπολογίζει µία συνάρτηση, τότε η U (< M,w >) να είναι ίση µε M(w).

Για να µπορεί η U να προσοµοιώσει τη λειτουργία τηςM για είσοδο w ϑα χρησιµοποιεί τρεις

ταινίες :

• Η ταινία 1 ϑα αντιστοιχεί στην ταινία της M .

• Η ταινία 2 ϑα περιέχει την< M >, δηλαδή το «πρόγραµµα» που πρόκειται να εκτελέσει

η U .

• Η ταινία 3 ϑα περιέχει την κωδικοποίηση της κατάστασης στην οποία ϐρίσκεται η M

σε µία οποιαδήποτε στιγµή της προσοµοίωσης. µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η ταινία

3 δίνει την τιµή του «µετρητή προγράµµατος».

Αρχικά η U ϑα έχει στην ταινία 1 τη συµβολοσειρά < M,w >, µε τις άλλες δύο ταινίες κενές

και ϑα πρέπει να αρχικοποιήσει τις ταινίες της :

1. µεταφέροντας την< M > από την ταινία 1 στην ταινία 2 και σβήνοντας την στη συνέχεια

από την ταινία 1.

2. Εξετάζοντας την < M >, για να ανιχνεύσει τον αριθµό των καταστάσεων της M και

για να καθορίσει το i, δηλαδή τον αριθµό των δυαδικών ψηφίων, που απαιτεί η κωδι-

κοποίηση των καταστάσεων της M . Στην ταινία 3 γράφεται η q0i, που αντιστοιχεί στην

αρχική κατάσταση της M .
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Η U λοιπόν ξεκινάει την προσοµοίωση τηςM µε τις τρεις κεφαλές ανάγνωσης/εγγραφής στις

τρεις ταινίες, όπως περιγράψαµε προηγουµένως. Γενικά, κάθε ϐήµα της προσοµοίωσης ϑα

αρχίζει µε τις κεφαλές τοποθετηµένες ως εξής :

• Η κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής της ταινίας 1 ϑα ϐρίσκεται στο χαρακτήρα a, που είναι

ο πρώτος χαρακτήρας της κωδικοποίησης του τρέχοντος συµβόλου στην ταινία τηςM .

• Η κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής της ταινίας 2 ϑα ϐρίσκεται στην αρχή της < M >.

• Η κεφαλή ανάγνωσης/εγγραφής της ταινίας 3 ϑα ϐρίσκεται στο χαρακτήρα q του µε-

τρητή προγράµµατος.

µετά λοιπόν από την αρχικοποίηση της, όπως παραπάνω, η U λειτουργεί ως εξής :

1. µέχρι να τερµατίσει η M :

(αʹ) Σάρωσε την ταινία 2 για µια πεντάδα, που ταιριάζει µε το Ϲεύγος της τρέχουσας

κατάστασης και συµβόλου εισόδου.

(ϐʹ) Εκτέλεσε την αντίστοιχη ενέργεια µεταβάλλοντας τις ταινίες 1 και 3. Αν είναι

απαραίτητο, επέκτεινε την προσοµοιωµένη ταινία, που ϐρίσκεται κωδικοποιηµένη

στην ταινία 1.

(γʹ) Αν δε ϐρεθεί πεντάδα που ταιριάζει, τότε τερµάτισε.

2. Ανάφερε το ίδιο αποτέλεσµα, που ϑα έδινε η Μ :

• Αν η M είναι µία µηχανή απόφασης ή ηµιαπόφασης και η προσοµοιωµένη κα-

τάσταση της M είναι y, τότε έχουµε αποδοχή. Αν η προσοµοιωµένη κατάσταση

είναι n, τότε έχουµε απόρριψη.

• Αν η M είναι µία µηχανή που υπολογίζει µία συνάρτηση, τότε αναδιαµόρφωσε

την ταινία, έτσι ώστε να αποµένει τελικά µόνο η τιµή της ταινίας 1.

Αν η ΜΤ M τερµατίζει σε k ϐήµατα, τότε η U ϑα εκτελέσει τον προαναφερόµενο ϐρόγχο k

ϕορές και κάθε ϕορά, που εκτελείται ο ϐρόγχος ϑα πρέπει να σαρωθεί η < M >, για να

προσδιοριστεί η επόµενη ενέργεια. ΄Ετσι, η U ϑα εκτελέσει συνολικά O (|M | · k) ϐήµατα.

µετά από την περιγραφή της U είναι πλέον σαφές ότι οι ΜΤ είναι ένα γενικό µοντέλο υ-

πολογισµού: αντί για την κατασκευή πραγµατικών ΜΤ µπορούµε να κατασκευάσουµε µία

µηχανή, που ϑα δέχεται ως είσοδο την περιγραφή οποιασδήποτε άλλης ΜΤ επιθυµούµε αυτή

να εκτελέσει.

Θεώρηµα ∆ʹ.6.1. Προσοµοίωση ΜΤ από άλλη ΜΤ. ∆οθείσας µιας ΜΤ M και µιας συµβο-

λοσειράς w, υπάρχει µία ΜΤ M ′, που προσοµοιώνει την εκτέλεση της M για είσοδο w, έτσι

ώστε :
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• να τερµατίζει αν και µόνο αν η M τερµατίζει για είσοδο w και

• αν τερµατίζει, να επιστρέφει ακριβώς το ίδιο αποτέλεσµα, που επιστρέφει η M .

Απόδειξη: ∆

οθείσας µιας συγκεκριµένης ΜΤ M και µιας συµβολοσειράς w ορίζουµε τη ΜΤ M ′, η οποία

ϑα λειτουργεί ως εξής :

M ′(x) = Κλήση της Γενικής ΜΤU µε είσοδο < M,w > (∆ʹ.10)

Η περιγραφή της M ′ ορίζει µία σταθερή συνάρτηση, αφού η M ′ αγνοεί την είσοδό της x.

Η M ′ τερµατίζει αν και µόνο αν τερµατίζει η U και όταν αυτό συµβαίνει ϑα επιστρέφει το

αποτέλεσµα της εκτέλεσης της M µε είσοδο w.



Κεφάλαιο Εʹ

Υπολογίσιμες Συναρτήσεις και μηχανές

Turing

Στο κεφάλαιο αυτό έχοντας αναπτύξει τη ϑεωρία γύρω από τις µηχανές Turing ϑα δώσουµε

έµφαση στην ισοδυναµία των µηχανών Turing και των µερικών αναδροµικών συναρτήσεων.

Σύµφωνα µε τη ϑέση των Church-Turing είναι το πιο ισχυρό υπολογιστικό µοντέλο, που

µπορεί να υπάρξει. Το γεγονός αυτό δεν οδηγεί σε επίλυση οποιουδήποτε προβλήµατος, το

οποίο να µπορεί να περιγραφεί σε τυπική γλώσσα, από κατάλληλη µηχανή Turing. Υπάρ-

χουν καλώς ορισµένα προβλήµατα, για τα οποία δεν είναι δυνατό να κατασκευαστεί ΜΤ, που

να τα επιλύει.

Εʹ.1 Το Πρόβληµα του Τερµατισµού

Θεώρηµα Εʹ.1.1. Πρόβληµα Τερµατισµού - ηµιαπόφαση. Η γλώσσα του Προβλήµατος Τερ-

µατισµού :

H = {< M,w >: η ΜΤM τερµατίζει για την είσοδοw}

Απόδειξη: Η

απόδειξη στηρίζεται σε κατάλληλη κατασκευή µιας ΜΤ MSH ηµιαπόφασης. Το µόνο, που

χρειάζεται να κάνει η µηχανή αυτή είναι η εκτέλεση της M µε είσοδο w και εφόσον η M

τερµατίσει, τότε η MSH αποδέχεται η είσοδο. Η περιγραφείσα µηχανή MSH αποδέχεται

την είσοδο, αν και µόνο αν η M τερµατίζει όταν δέχεται είσοδο w. Εποµένως η MSH

ηµιαποφασίζει την H.

Θεώρηµα Εʹ.1.2. Πρόβληµα Τερµατισµού - µη αποφασίσιµο. Η γλώσσα του Προβλήµατος

Τερµατισµού :

H = {< M,w >: η ΜΤM τερµατίζει για την είσοδοw}

δεν είναι αποφασίσιµη.

71
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Απόδειξη: Η

απόδειξη γίνεται µε εις άτοπο απαγωγή. Αν η H ήταν αποφασίσιµη, τότε ϑα υπήρχε µία ΜΤ

MH , τέτοια ώστε :

MH (< M,w >) =Αν < M >

είναι η κωδικοποίηση µιας ΜΤ, που τερµατίζει για είσοδο

w, τότε είναι αποδεκτή, αλλιώς απορρίπτεται.

Ορίζουµε τώρα µια άλλη ΜΤ MTr ως εξής :

MTr (x ∈ Σ∗) =Αν ηMH

αποδέχεται την

< x, x >, τότε εκτελείται ένας επαναληπτικός

ϐρόχος για πάντα, αλλιώς τερµατίζει.

Αν υπάρχει ΜΤMH , τότε ϑα υπάρχει επίσης και η ΜΤMTr. ΄Οµως σε αυτήν την περίπτωση,

πώς ϑα συµπεριφέρεται η MTr για την είσοδο < MTr >;

Τότε ϑα εκτελέσει την MH (< MTr,MTr >) και αν αυτή τερµατίσει µε αποδοχή, τότε η MTr

ϑα εκτελέσει έναν επαναληπτικό ϐρόχο για πάντα. Από την άλλη, αν η MH απορρίψει την

είσοδο, τότε η MTr ϑα τερµατίσει.

Εποµένως ϐρέθηκε µια είσοδος για την οποία η MH αποτυγχάνει να δώσει το σωστό αποτέ-

λεσµα σχετικά µε τη συµπεριφορά της MTr, ανεξάρτητα από το πώς υλοποιείται η MH .

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι δεν υπάρχει ορθή υλοποίηση για την MH , κάτι που είναι άτοπο

ως προς την υπόθεση που κάναµε αρχικά ότι υπάρχειMH . Εποµένως η γλώσσα H δεν είναι

αποφασίσιµη.

Εʹ.2 Υπολογίσιµες Συναρτήσεις

Ορισµός Εʹ.2.1. ΄Εστω f : X → Y µία οποιαδήποτε συνάρτηση.

• Η f είναι µια πλήρης συνάρτηση στο πεδίο X, αν και µόνο αν η συνάρτηση ορίζεται για

όλα τα στοιχεία του X.

• Η f είναι µια µερική συνάρτηση στο πεδίο X, αν και µόνο αν η συνάρτηση ορίζεται για

µηδέν ή περισσότερα στοιχεία του X.

Παράδειγµα Εʹ.2.1. Ας ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση steps, που ορίζεται σε ένα πεδίο απο-

τελούµενο µε στοιχεία της µορφής < M,w > και επιστρέφει τον αριθµό των ϐηµάτων, που

απαιτούνται για να τερµατίσει η ΜΤM όταν εκτελείται µε έισοδο w. Η steps ορίζεται ως µερική

συνάρτηση στο πεδίο {< M,w >}, αφού δεν ορίζεται για τις τιµές< M,w > µε τις περιπτώσεις
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εκείνες, που ηM δεν τερµατίζει µε είσοδο w. Αν όµως ορίζαµε τη steps σε ένα πιο περιορισµένο

πεδίο, δηλαδή στο

{< M,w >: η ΜΤM τερµατίζει µε είσοδοw}

τότε ϑα ήταν πλήρης.

Η διαφορά από την ένοια της συνάρτησης στα µαθηµατικά είναι ότι στη Θεωρία Υπολογισµού

ενδιαφερόµαστε να γράφουµε προγράµµατα, δηλαδή ΜΤ, που να µπορούν να υπολογίζουν

συναρτήσεις. ΄Ετσι ϑα µπορούσαµε να κάνουµε τη σύνδεση τονίζοντας ότι το σύνολο τιµών

στο οποίο αναγκαστικά ορίζεται η steps είναι η γλώσσα του προβλήµατος τερµατισµού H

η οποία αποδείξαµε ότι δεν είναι αποφασίσιµη γλώσσα. ΄Αρα ασχέτως µε τη ΜΤ, που ϑα

σχεδιάσουµε για τον υπολογισµό της steps, δεν υπάρχει ΜΤ, που ϑα εξετάζει µια τιµή και

ϑα µπορεί να αποφασίσει αν ϑα µπορούσε να εκτελεστεί η ΜΤ για τον υπολογισµό της steps.

΄Ετσι λοιπόν η steps ϑα είναι µερική και όχι πλήρης συνάρτηση στο πεδίο εκείνο, στο οποίο

εκτελείται το πρόγραµµα που την υλοποιεί. Αυτό σηµαίνει ότι ένα οποιδήποτε τέτοιο πρό-

γραµµα ϑα αποτυγχάνει να τερµατίσει για κάποιες εισόδους !

΄Εστω M µια ΜΤ µε αρχική κατάσταση s, τελική κατάσταση h, αλφάβητο εισόδου Σ και αλ-

ϕάβητο ταινίας Γ. ΄Εστω η αρχική διαµόρφωση τηςM είναι (s,�w), όπου w ∈ Σ∗. Ορίζουµε

τη συνάρτηση M(w) = z, αν και µόνο αν (s,�w) `∗M (h,�z), δηλαδή όταν η M ξεκινάει µε

είσοδο w ∈ Σ∗ τερµατίζει αφήνοντας τη z στην ταινία µε την κεφαλή ανάγνωσης/ εγγραφής

στη ϑέση ακριβώς αριστερά της z.

΄Εχουµε διευκρινίσει ότι όταν η f ορίζεται µόνο σε ένα υποσύνολο του Σ∗ υπάρχει ΜΤ M ,

που τερµατίζει µε τη σωστή τιµή για όλες τις εισόδους, που η f ορίζεται, τότε λέµε την f

µερικώς υπολογίσιµη. Για όλες τις άλλες εισόδους η M αποτυγχάνει να τερµατίσει.

΄Εστω f µια µερικώς υπολογίσιµη συνάρτηση µε τιµές, που ορίζονται µόνο για ένα γνήσιο

υποσύνολο του Σ∗. µια οποιαδήποτε ΜΤ, που υπολογίζει την f ϑα αποτυγχάνει σε κάποιες

εισόδους. Ας ϑεωρήσουµε τώρα µόνο τις συναρτήσεις f , που το πεδίο X στο οποίο ορίζονται

είναι αποφασίσιµο, δηλαδή τις συναρτήσεις, που είναι πλήρεις στο αποφασίσιµο σύνολο X.

Για µια τέτοια f , ορίζουµε τη νέα συνάρτηση f ′, ίδια µε την f , εκτός από το πεδίο τιµώς που

ϑα περιλαµβάνει µια επιπλέον τιµή την Error. Για οποιαδήποτε είσοδο z, που συµβαίνει η

f να µην ορίζεται, έχουµε f ′ = Error. ΄Αρα για µια ΜΤ, που υπολογίζει την f µπορούµε

να κατασκευάσουµε µια νέα ΜΤ M ′, που υπολογίζει την f ′ και τερµατίζει πάντα. Αν η f

ορίζεται στο σύνολο X, εφόσον το ίδιο δεν είναι αποφασίσιµη γλώσσα, ϑα υπάρχει µια ΜΤ

MX , που ϑα το αποφασίζει.

Ορισµός Εʹ.2.2. ΄Εστω µια συνάρτηση f , που ορίζεται σε ένα σύνολο X ⊂ Σ∗, που αποφασί-

Ϲεται από τη ΜΤ MX . Η f είναι υπολογίσιµη, αν και µόνο αν υπάρχει ΜΤ M ′, που τερµατίζει
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για όλες τις εισόδους υπολογίζοντας µια συνάρτηση f ′ ως εξής :

M ′(x) =1.Εκτέλεσε τηνMX µε είσοδοx.

2.Αν απορρίπτεται, τότε Error.

3.Αν είναι αποδεκτή, τότε για µια κατάλληλη ΜΤM(x) = f(x).

Ισοδύναµα µια συνάρτηση f είναι υπολογίσιµη, αν και µόνο αν είναι µερικώς υπολογίσιµη και

το πεδίο ορισµού της είναι ένα αποφασίσιµο σύνολο.

Ο ορισµός µπορεί να επεκταθεί κατάλληλα και για τις συναρτήσεις f , που τα πεδία ορισµού

και τιµών δεν είναι σύνολα συµβολοσειρών, όπως η συνάρτηση succ. Σε αυτήν την περίπτωση

η συνάρτηση f είναι υπολογίσιµη, αν και µόνο αν ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες :

• Υπάρχουν αλφάβητα Σ και Σ∗, µε µια κωδικοποίηση των στοιχείων του πεδίου ορισµού

της f ως συµβολοσειρές του Σ∗ και µια κωδικοποίηση των στοιχείων του πεδίου τιµών

ως συµβολοσειρές του Σ′∗.

• Υπάρχει µια υπολογίσιµη συνάρτηση f ′, τέτοια ώστε για κάθε w ∈ Σ∗:

– Αν w =< x > και x είναι ένα στοιχείο του πεδίου ορισµού της f τότε f ′(w) =<

f(x) >

– Αν η w δεν είναι κωδικοποίηση κάποιου στοιχείου του πεδίου ορισµού της f , τότε

f ′(w) = Error

Παράδειγµα Εʹ.2.2. µερικώς Υπολογίσιµη Συνάρτηση. Η συνάρτηση steps είναι πλήρης

στο σύνολο {< M,w >: η ΜΤM τερµατίζει µε είσοδοw} , αλλά είναι µερική συνάρτηση στο

σύνολο {< M,w >}. Η steps διαπιστώνουµε πως είναι µερικώς υπολογίσιµη συνάρτηση αφού

υπολογίζεται από την παρακάτω ΜΤ τριών ταινιών :

Msteps(x) =

1. Αν η x δεν είναι συντακτικά µια καλώς ορισµένη συµβολοσειρά < M,w >, τότε επανέ-

λαβε.

2. Αν η x είναι συντακτικά καλώς ορισµένη συµβολοσειρά < M,w >, τότε :

(αʹ) Αντέγραψε την M στην Ταινία 3.

(ϐʹ) Αντέγραψε την w στην Ταινία 2.

(γʹ) Γράψε 0 στην Ταινία 1.

(δʹ) Προσοµοίωσε την M για είσοδο w στην Ταινία 2, διατηρώντας ένα µετρητή των

ϐηµάτων της M στην Ταινία 1.
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ΗMsteps τερµατίζει, όταν η είσοδός της είναι καλώς οριµσένη και συµβαίνει ηM να τερµατίζει

για είσοδο w. Αν η Msteps τερµατίσει, τότε ϐρίσκει την τιµή steps (< M,w >) στην Ταινία 1.

΄Οµως από Θεώρηµα υπάρχει µια ΜΤ M ′steps µιας ταινίας, που η έξοδός της είναι ίδια µε την

τιµή τηςMsteps, που τελικά καταγράφεται στην Ταινία 1. Εποµένως ηM ′steps ϑα είναι µια απλή

ΜΤ, που υπολογίζει τη steps και αυτό αποδεικνύει ότι η steps είναι µερικώς υπολογίσιµη.

΄Οµως η steps δεν είναι υπολογίσιµη. Πιο συγκεκριµένα, αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει ΜΤ,

που υπολογίζει τη συνάρτηση steps′, η οποία ορίζεται ως εξής :

steps′(x) =Ανx δεν είναι συντακτικά καλώς ορισµένη (< M,w >) τότε Error

Ανx είναι συντακτικά καλώς ορισµένη αλλά η steps (< M,w >) δεν ορίζεται

(δηλαδή η µ δεν τερµατίζει), τότε Error

Αν η steps (< M,w >) ορίζεται (δηλαδή η µ τερµατίζει), τότε steps (< M,w >) .

Αποδεικνύουµε οτι δεν υπάρχει τέτοια ΜΤ µε αναγωγή από το H. Υποθέτουµε ότι υπάρχει και

την ονοµάζουµε Msteps′ . Τότε ϑα µπορούσαµε να ορίσουµε µια ΜΤ DH , που ϑα αποφασίζει τη

γλώσσα H = {< M,w >: η ΜΤM τερµατίζει για την είσοδοw} :

DH (< M,w >) =Εκτέλεσε τηνMsteps′ (< M,w >) .

Αν το αποτέλεσµα είναι Error τότε απορρίπτεται διαφορετικά γίνεται

δεκτή

Γνωρίζουµε όµως ότι δεν υπάρχει ΜΤ, που να αποφασίζει τηνH και άρα καταλήγουµε σε άτοπο.

Εποµένως δε µπορεί να υπάρχει η ΜΤ Msteps′ και εποµένως η steps δεν είναι υπολογίσιµη.

Θεώρηµα Εʹ.2.1. µη Υπολογίσιµες Συναρτήσεις. Υπάρχουν συναρτήσεις, που δεν είναι µερι-

κώς υπολογίσιµες.

΄Εχουµε µια αντιστοιχία µεταξύ τριών διαφορετικών κλάσεων γλωσσών, που είναι οι D,SD/D
και ¬SD, µε τρεις διακριτές κλάσεις υπολογισιµότητας συναρτήσεων, τις υπολογίσιµες, τις

µερικώς υπολογίσιµες και τις µη υπολογίσιµες συναρτήσεις.

Παράδειγµα Εʹ.2.3. Γλώσσες και υπολογισιµότητα συναρτήσεων. Εξετάζουµε τρία ενδεικτικά

προβλήµατα και τα διατυπώνουµε µε περιγραφή γλώσσας και συνάρτησης. Καθένα από τα

προβλήµατα αντιστοιχεί σε γλώσσα/συνάρτηση διαφορετικής κλάσης.

1. Πρόβληµα: ∆οθέντων τριών ϕυσικών αριθµών x, y, z ισχύει z = x · y;
Γλώσσα στο D (αποφασίσιµη):{

< x > ? < y >=< z >: x, y, z ∈ {0, . . . , 9}+ textitmex · y = x
}

Συνάρτηση υπογίσιµη :

f : N× N→ N, f(x, y) = x · y
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2. Πρόβληµα: ∆οθείσης µιας ΜΤM και µιας συµβολοσειράςw, τερµατίζει ηM σε n ϐήµατα

;

Γλώσσα στο SD/D (ηµιαποφασίσιµη αλλά όχι αποφασίσιµη):

{< M,w, n >: η ΜΤM τερµατίζει για την w σεn ϐήµατα}

Συνάρτηση µερικώς υπογίσιµη :

f : {< M,w >} → N , f (< M,w >) = αν η ΜΤ M τερµατίζει για την

wτότε ο αριθµός ϐηµάτων της

M πριν τερµατίσει αλλιώς

δεν ορίζεται

3. Πρόβληµα: ∆οθείσης µιας ΜΤ M τερµατίζει η M για όλες τις συµβολοσειρές σε όχι

περισσότερα από n ϐήµατα ;

Γλώσσα στο ¬SD (όχι ηµιαποφασίσιµη):

{< M,n >: η ΜΤM τερµατίζει για κάθε στοιχείο του Σ∗

σε όχι περισσότερα απόn ϐήµατα

Συνάρτηση όχι (µερικώς) υπογίσιµη :

f : {< M,w >} → N , f (< M,w >) = αν ηM τερµατίζει για όλες

της συµβολοσειρές, τότε

ο µέγιστος αριθµός ϐηµάτων της

M πριν τερµατίσει αλλιώς

δεν ορίζεται

Εʹ.3 Θεωρία Αναδροµικών Συναρτήσεων

Οι οικογένεις γλωσσών και συναρτήσεων αναφέρονται αλλιώς ως εξής :

• αναδροµικές γλώσσες αντι για αποφασίσιµες

• αναδροµικά απαριθµήσιµες γλώσσες αντί για ηµιαποφασίσιµες

• µερικώς αναδροµικές συναρτήσεις αντί για µερικώς υπολογίσιµες

• αναδροµικές συναρτήσεις αντί για υπολογίσιµες

Στην πρόσπαθεια να είµαστε συνεπείς τονίζουµε ότι αναδροµική συνάρτηση είναι µια συ-

νάρτηση που υπολογίζεται απο µια ΜΤ που τερµατίζει για όλες τις εισόδους της. µερικώς

αναδροµική συνάρτηση είναι µια συνάρτηση που µπορεί να υπολογίζεται από κάποια ΜΤ

αλλά µπορεί να πέφτει σε αέναη επανάληψη, αν υπάρχουν είσοδοι για τις οποίες η συνάρ-

τηση δεν ορίζεται.
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Στο σηµείο αυτό αναδύεται η ερώτηση: µπορούµε να ορίσουµε τις ίδιες κλάσεις συναρτήσεων

ανεξάρτητα από ένα µοντέλο υπολογισµού, αλλά στηριζόµενοι σε καθιερωµένα µαθηµατικά

εργαλεία ; Θα µπορούσαµε δηλαδή να έχουµε τον ορισµό ενός µικρού συνόλου αρχέγονων

συναρτήσεων, µαζί µε την δυνατότητα να δηµιουργούµε νέες χρησιµοποιώντας τις πράξεις

της σύνθεσης και της αναδροµής ; Η απάντηση ϑα ϕανεί αµέσως και είναι ϑετική.

Το πεδίο ορισµού της κάθε συνάρτησης είναι µια διατεταγµένη n-άδα ϕυσικών αριθµών

και το πεδίο τιµών είναι το σύνολο των ϕυσικών αριθµών. Καθώς οι αριθµοί µπορούν να

αναπαρασταθούν από συµβολοσειρές και οι συµβολοσειρές µπορούν να αναπαρασταθούν

από αριθµούς, δεν υπάρχει κάποια ϑεµελιώδης ασυµβατότητα µεταξύ της ϑεωρίας που ϑα

αναφερθούµε και της ϑεωρίας των ΜΤ, που επεξεργάζονται συµβολοσειρές.

Εʹ.3.1 Στοιχειώδης Αναδροµικές Συναρτήσεις

Ορισµός Εʹ.3.1. Ορίζουµε ως αρχέγονες ή αρχικές τις παρακάτω συναρτήσεις από το N ×
N . . .×N στο N :

• τις σταθερές συναρτήσεις :

για k ≥ 1 και a ≥ 0, Cka (X) = a για κάθεX ∈ N k

• τη συνάρτηση succ : N → N :

succ(n) = n+ 1

• την οικογένεια των συναρτήσεων προβολής :

για 0 < j ≤ k, pkj (x1, x2, . . . , xk) = xj

Ορισµός Εʹ.3.2. Ορίζουµε τις παρακάτω πράξεις µεταξύ συναρτήσεων:

• σύνθεση της f : N k → N µε τις g1, g2, . . . , gk : N k → N

h(X) = f (g1(X), . . . , gk(X)) για κάθεX ∈ Nm

• στοιχειώδης αναδροµική της f : N n+1 → N ως προς τις g : N n → N και h : N n+2 →
N , για n ≥ 0 που ορίζεται από τους τύπους :

– f(X, 0) = g(X)

– f(X, k + 1) = h (X, k, f(X, k))

για κάθε X ∈ Nn και κάθε k ≥ 0.

Ορισµός Εʹ.3.3. Το σύνολο των στοιχειωδών αναδροµικών συναρτήσεων ορίζεται ως εξής :

1. ΄Ολες οι αρχέγονες συναρτήσεις είναι στοιχεία του.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Εʹ. ΥΠΟΛΟΓΙΣΙΜΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΜΗΧΑΝΕΣ TURING 78

2. Για κάθε k ≥ 0 και m ≥ 0, αν f : N k → N και g1, . . . , gk : Nm → N είναι στοιχεία

του συνόλου, τότε η συνάρτηση f (g1, g2, . . . , gk), που λαµβάνεται από τη σύνθεση της f

µε τις g1, g2, . . . , gk είναι επίσης ένα στοιχείο του συνόλου.

3. Για κάθε n ≥ 0 και κάθε g : N n → N και h : N n+2 → N του συνόλου των στοιχειωδών

αναδροµικών συναρτήσεων, η συνάρτηση f : N n+1 → N , που ορίζεται ως προς τις g, h

µε στοιχειώδη αναδροµή να ανήκει επίσης στο σύνολο των στοιχειωδών αναδροµικών

συναρτήσεων.

Στην ουσία το σύνολο των στοιχειωδών αναδροµικών συναρτήσεων είναι το µικρότερο σύνολο

συναρτήσεων, που περιέχει τις αρχέγονες συναρτήσεις και είναι κλειστό ως προς τις πράξεις

της σύνθεσης και της στοιχειώδους αναδροµής.

Παράδειγµα Εʹ.3.1. Αριθµητική µε στοιχειώδης αναδροµικές συναρτήσεις. Οι συναρτήσεις

Add : N 2 → N και Mult : N 2 → N ορίζονται από τους τύπους Add(x, y) = x + y,

Mult(x, y) = x·y αντίστοιχα. Τόσο για την πρώτη όσο και για την δεύτερη µπορούµε να έχουµε

µια παραγωγή εργαζόµενοι αντίστροφα µε σκοπό να ϐρίσκουµε απλούστερες συναρτήσεις από

τις οποίες µπορούµε να πάρουµε τη συνάρτηση, που µας ενδιαφέρει µε στοιχειώδη αναδροµή.

Add(x, 0) =p1
1(x) = x

Add(x, k + 1) =(x+ k) + 1 = succ (Add(x, k)) = succ
(
p3

3 (x, k,Add(x, k))
)

Εποµένως µιας παραγωγή στοιχειώδους αναδροµής για την Add σχηµατίζεται από τις τρεις

αρχέγονες συναρτήσεις p1
1, succ, p

3
3, καθώς και µια συνάρτηση f3 που λαµβάνεται ως σύνθεση

των succ, p3
3, Add που προκπύπτει από τις p1

1, f3 µε στοιχειώδη αναδροµή. Σχετικά µε τηνMult

Mult(x, 0) =0 = C1
0 (x)

Mult(x, k + 1) =x · k + x = Add (x,Mult(x, k))

Στην τελευταία έκφραση το πρώτο από τα ορίσµατα της συνάρτησης προκύπτει ως p3
1 (x, , k,Mult(x, k))

και το δεύτερο ως p3
3 (x, , k,Mult(x, k)). Χρησιµοποιώντας λοιπόν αυτήν την προσέγγιση, ξε-

κινάµε µε την παραγωγή της Add και συνεχίζουµε µε την C1
0 και τη συνάρτηση f που δίνεται

ως σύνθεση της Add µε τις p3
1, p

3, 3 και ολοκληρώνουµε µε την Mult, που προκύπτει από τις

C1
0 και f µε στοιχειώδη αναδροµή.

Είναι κατάφωρο πλέον ότι οι αρχέγονες συναρτήσεις είναι υπολογίσιµες, καθώς επίσης και

ότι το σύνολο των υπολογίσιµων συναρτήσεων είναι κλειστό ως προς τις πράξεις της σύνθε-

σης και της στοιχειώδους αναδροµής. Αυτό συµβαίνει διότι µπορούµε να κατασκευάσουµε

ΜΤ, οι οποίες υπολογίζουν τις συναρτήσεις, που προκύπτουν από αυτές τις πράξεις µε τη

προυπόθεση ϐέβαια ότι ξεκινάµε µε υπολογίσιµες συναρτήσεις.

Ως συνέπεια της ϑέσης των Church -Turing έχουµε το εξής ϑεώρηµα:
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Θεώρηµα Εʹ.3.1. Υπολογισιµότητα Στοιχειώδους Αναδροµικών Συναρτήσεων. Κάθε στοιχειώ-

δης αναδροµική συνάρτηση είναι πλήρης και υπολογίσιµη

Το ανάποδο δεν ισχύει.

Εʹ.3.2 µ - αναδροµικές συναρτήσεις

Αφού λοιπόν υπάρχουν υπολογίσιµες συναρτήσεις που δεν είναι στοιχειώδεις αναδροµικές

το επόµενο ϐήµα είναι να συνεχίσουµε την προσπάθεια για να ορίσουµε ακριβώς εκείνες τις

συναρτήσεις που υπολογίζονται από τις ΜΤ.

Ορισµός Εʹ.3.4. Ελαχιστοποίηση συνάρτησης. Η ελαχιστοποίηση µιας συνάρτησης f :

‖+∞→ N δίνεται από τη συνάρτηση minf : N k → N που ορίζεται ως εξής :

minf (X) = z
def⇐⇒f(z,X) = 0 και

f(i,X) > 0 για i = 0, . . . z − 1

∆ιαισθητικά η ελαχιστοποίηση αναζητά ξεκινώντας από το 0 αυξητικά, το µικρότερο όρισµα

της συνάρτησης, για το οποίο επιστρέφεται η τιµή 0. Αν δεν υπάρχει τέτοιο όρισµα, τότε

η αναζήτηση δεν τερµατίζει ποτέ. Αν λοιπόν η f είναι υπολογίσιµη, τότε µπορούµε να

κατασκευάσουµε µια ΜΤ Mminf
για τον υπολογισµό της minf που ϑα λειτουργεί ως εξής :

Mminf
(X) =

1. i = 0

2. while f(i,X) > 0 do

• i = i+ 1

3. return i

Το πρόβληµα είναι ότι αν δεν υπάρχει κατάλληλο i, η Mminf
δε ϑα τερµατίσει ποτέ. Οπότε

επικεντρωνόµαστε σε µια κλάση συναρτήσεων για την οποία η Mminf
τερµατίζει πάντα : µια

συνάρτηση f είναι ελαχιστοποιήσιµη, αν και µόνο αν για κάθε X ∈ N k υπάρχει ένα z τέτοιο

ώστε f(z,X) = 0.

Ορισµός Εʹ.3.5. µ-αναδροµικές συναρτήσεις. Ορίζουµε το σύνολο µ-αναδροµικών συναρ-

τήσεων να είναι το µικρότερο σύνολο συναρτήσεων από το N k στο N , που περιλαµβάνει τις

αρχέγονες συναρτήσεις και είναι κλειστός ως προς :

• τη σύνθεση συναρτήσεων

• τη στοιχειώδη αναδροµή και

• την ελαχιστοποίηση συναρτήσεων ελαχιστοποιήσιµων.
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Η διαφορά µεταξύ των στοιχειωδών αναδροµικών συναρτήσεων και των µ-αναδροµικών συ-

ναρτήσεων είναι :

• Η επανάληψη στον υπολογισµό µιας στοιχειώδους αναδροµικής συνάρτησης είναι πά-

ντα ϕραγµένη. ΄Ενας τέτοιος υπολογισµός µπορεί να υλοποιηθεί µε ένα ϐρόχο for,

που ϑα εκτελείται για xk ϐήµατα, όπου xk είναι η τιµή του τελευταίου ορίσµατος της

συνάρτησης. ΄Ετσι για να υπολογιστεί η Mult(2, 3) ϑα πρέπει να κληθεί η Add τρεις

ϕορές.

• Ο υπολογισµός µιας µ- αναδροµικής συνάρτησης απαιτεί την εκτέλεση ενός ϐρόχου

for, όπως αυτός για τη ΜΤ Mminf
, για τον οποίο δεν υπάρχει εκ των προτέρων γνωστό

ϕράγµα, που περιορίζει τον αριθµό των απαιτούµενων ϐηµάτων.

Θεώρηµα Εʹ.3.2. Ισοδυναµία µ-αναδροµής και υπολογισιµότητας. µια συνάρτηση είναι µ-

αναδροµική αν και µόνο αν είναι υπολογίσιµη.

Θεώρηµα Εʹ.3.3. µερικώς µ-αναδροµικών συναρτήσεων και υπολογισιµότητα. µια συνάρτηση

είναι µερικώς µ-αναδροµική αν και µόνο αν είναι µερικώς υπολογίσιµη.

Εʹ.4 Θεώρηµα Αναδροµής/Σταθερού Σηµείου

΄Ενα άλλο ερώτηµα που µπορεί να προκύψει είναι το κατά πόσο ένα πρόγραµµα µπορεί να

γνωρίζει τον εαυτό του. Το πρόβληµα αυτό καλείται ως ανάκλαση και µια από τις εφαρµογές

του είναι η σχεδίαση ιών.

Οι ιοί είναι προγράµµατα που αντιγράφουν τον εαυτό τους, εγγράφουν δηλαδή µια εικόνα

του εκτελέσιµου κώδικα τους από έναν υπολογιστή σε ένα άλλο. Ας ϑεωρήσουµε µια απλή

περίπτωση ενός προγράµµατος που πρέπει αν εκτυπώσει ένα αντίγραφο του εαυτού του. Τα

προγράµµατα αυτού του είδους είναι γνωστά µε τον όρο quines προς τιµή του σηµαντικού

ϕιλοσόφου και επιστήµονα της Λογικής Willard Van Orman Quine.

µια άµεση προσέγγιση ϑα ήταν να έχουµε µια µεταβλητή δείκτη στη διεύθυνση του πρώτου

byte από τον κώδικα του προγράµµατος και στη συνέχεια να µετακινείται ο δείκτης µε ένα

επαναληπτικό ϐρόχο διατρέχοντας και τυπώνοντας τα περιεχόµενα των διευθύνσεων, στις

οποίες είναι αποθηκευµένος ο κώδικας. Τα λειτουργικά συστήµατα καταγράφουν πληροφο-

ϱίες για το αν µια περιοχή µνήµης είανι εκτελέσιµη ή αν είναι µνήµη ανάγνωσης/εγγραφής.

΄Ετσι σε µια περιοχή της µνήµης µπορούµε είτε να έχουµε ένα εκτελέσιµο πρόγραµµα, εί-

τε εκεί να υπάρχουν δεδοµένα. Για να εµποδιστεί λοιπόν ένα πρόγραµµα ιού από το να

διαβάσει τον εαυτό του, ϑα µπορούσε η περιοχή του κώδικα του να χρησιµοποιείται απο-

κλειστικά ως εκτελέσιµη περιοχή. µε αυτό τον τρόπο απαγορεύεται η εκτέλεση εντολών, που

προσπελαύνουν µια περιοχή του προγράµµατος, για να ανακτήσουν τα περιεχόµενα της ως
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δεδοµένα, που στη συνέχεια µπορεί να αντιγράφονται. ΄Ετσι, είναι δυνατό τα προγράµµατα

να εµποδιστούν από το να διαβάσουν τα bytes του κώδικα τους.

Στο σηµείο αυτό αναρωτιόµαστε : οι ιοί των υπολογιστών µπορούν να προσπελαύνουν τον

εκτελέσιµο κώδικά τους µε άλλο τρόπο ;

Ας ξεκινήσουµε την προσπάθεια να γράψουµε ένα quine για ένα πολύ απλό πρόγραµµα:

PRINT′Hello′

Θέλουµε δηλαδή ένα πρόγραµµα που ϑα εκτυπώνει το παραπάνω πρόγραµµα. Ας εξετάσου-

µε την εξής λύση:

PRINT′PRINT′Hello′′

Αυτο όµως δεν είναι ένα quine γιατι δεν εκτυπώνει τον εαυτό του, αλλά είναι ένα πρόγραµµα

µεγαλύτερο από το αρχικό πρόγραµµα. Είναι λοιπόν σαφές ότι µε µια επιπλέον PRINT

τελικά παίρνουµε ένα διαφορετικό πρόγραµµα από που ϑέλουµε να εκτυπώσουµε και δεν

είναι ένα quine.

Ας δοκιµάσουµε µια άλλη προσέγγιση. Χρειαζόµαστε ένα πρόγραµµα, που ϑα αποτελείται

από µια εντολή εκχώρησης και µια εντολή PRINT:

x←′ . . .′

PRINTx

΄Ενα quine για αυτό το πρόγραµµα ϑα είχε τη µορφή:

x←′ . . .′

PRINT′x←′′

PRINTx

PRINT′′′

PRINTx

όπου οι τρεις πρώτες PRINT τυπώνουν την εντολή εκχώρησης, δηλαδή ένα µέρος του προ-

γράµµατος και η τελευταία PRINT τυπώνει την τιµή της x, που µέχρι στιγµής δεν έχουµε

ορίσει. Το πρόγραµµα αυτό ϑα τυπώνει τον εαυτό του, µόνο αν η τιµή της µεταβλητής x είναι

η συµβολοσειρά, που αποτελείται από τις τέσσερις εντολές PRINT. Αν λοιπόν στην εντολή

εκχώρησης γράψουµε στη ϑέση των . . . τις τέσσερις εντολές PRINT τότε ϑα έχουµε ένα quine.

Ας εξετάσουµε τώρα το πρόβληµα της σχεδίασης µιας ΜΤ quine. Ονοµάζουµε Pw µία α-

πλή ΜΤ, που απλά τυπώνει τη συµβολοσειρά w ∈ Σ∗ στην ταινία της και συµβολίζουµε µε
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< Pw > µία κωδικοποίηση της Pw ως συµβολοσειρά. Η σχεδίαση της Pw είναι εύκολη: αν η

w έχει µήκος n, τότε αρκεί µία ακολουθία από ν µεταβάσεις, που η κάθε µία εγγράφει στην

ταινία το αντίστοιχο σύµβολο της w. Η τελευταία κατάσταση ϑα πρέπει να είναι τελική. Κατά

συνέπεια, η συνάρτηση g : Σ∗ → Σ∗ µε g(w) =< Pw >, που για δοθείσα συµβολοσειρά

w, επιστρέφει ως αποτέλεσµα µία κωδικοποίηση < Pw > της ΜΤ Pw είναι µία υπολογίσιµη

συνάρτηση. Η ΜΤ quine ϑα λειτουργεί σε δύο ϐήµατα. Στο πρώτο ϐήµα εκτελείται ο υπολο-

γισµός g(x) εγγράφοντας πάνω στην ταινία τη συµβολοσειρά x, όπου x είναι η κωδικοποίηση

της ΜΤ, που εφαρµόζεται στο δεύτερο ϐήµα. ΄Οταν αρχίζει η εκτέλεση του δεύτερου ϐήµατος,

υπάρχει ήδη πάνω στην ταινία η συµβολοσειρά x, που αντιγράφεται στις ϑέσεις της ταινίας

δεξιά από την x. Στη συνέχεια καλείται η g(x), που εγγράφει στη ϑέση της πρώτης x την

κωδικοποίηση της ΜΤ του πρώτου ϐήµατος, δηλαδή της ΜΤ που εγγράφει x στην ταινία.

Τελικά ποια πρέπει να είναι η συµβολοσειρά x, για να λειτουργεί η περιγραφείσα ΜΤ ως

ένα quine; Η απάντηση είναι εύκολη: η x ϑα είναι η κωδικοποίηση της ΜΤ του δεύτερου

ϐήµατος. ΄Ετσι, ως αποτέλεσµα του υπολογισµού, που περιγράψαµε, ϑα έχουµε πάνω στην

ταινία στο αριστερό µέρος την κωδικοποίηση της ΜΤ του πρώτου ϐήµατος και ακριβώς στα

δεξιά την κωδικοποίηση της ΜΤ του δεύτερου ϐήµατος. Θα έχουµε δηλαδή µία ΜΤ, που

λειτουργεί σε δύο ϐήµατα, εγγράφοντας πάνω στην ταινία την κωδικοποίηση του εαυτού της.

µία ΜΤ που γνωρίζει τον εαυτό της, όπως το quine που περιγράψαµε, µπορεί να χρησιµο-

ποιηθεί για προβλήµατα όπως:

• Καταµέτρηση του αριθµού των καταστάσεων της ΜΤ.

• ΄Ελεγχος του αν η τελική κατάσταση προσεγγίζεται από την αρχική κατάσταση της ΜΤ.

• ΄Ελεγχος του αν η ΜΤ αποδέχεται µία συµβολοσειρά w.

Το τελευταίο πρόβληµα είναι µη αποφασίσιµο και για αυτό χρειάζεται προσοχή στην προσο-

µοίωση µιας τέτοιας ΜΤ. Θα µπορούσαµε ϐέβαια να διατυπώσουµε και πολλά άλλα προβλή-

µατα, αλλά σε όλες τις περιπτώσεις χρειάζεται ο υπολογισµός µιας συνάρτησης της µορφής:

t (< M >,w)

και εποµένως η σχεδίαση µιας ΜΤ, που ϑα δέχεται ως είσοδο την κωδικοποίηση µιας ΜΤ

M και ενδεχοµένως επιπλέον πληροφορίες, όπως για παράδειγµα µία συµβολοσειρά w. Αν

υπήρχε µία τέτοια ΜΤ, τότε ϑα µπορούσαµε να περάσουµε ως είσοδο σε αυτή τη µηχανή την

κωδικοποίηση του εαυτού της, για να υπολογιστεί η :

t (< t >,w)

και να δοθεί λύση σε κάποιο πρόβληµα, όπως αυτά που αναφέραµε. Υπάρχει περίπτωση

να επιτευχθεί αυτό µε άλλο τρόπο, χωρίς να χρειαστεί η ΜΤ να δεχθεί ως είσοδο µία κωδι-

κοποίηση του εαυτού της ; Η απάντηση είναι καταφατική και δίνεται από το Θεώρηµα της
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Αναδροµής, που στην ουσία µας λέει ότι αν υπάρχει µία ΜΤ για τη συνάρτηση t, τότε ϑα

υπάρχει και µία άλλη ΜΤ, που κάνει ότι και η t, αλλά υπολογίζει την κωδικοποίηση του

εαυτού της αντί απλά να δέχεται την κωδικοποίηση ως είσοδο.

Θεώρηµα Εʹ.4.1. Θεώρηµα της Αναδροµής. ΄Εστω µία ΜΤ T , που υπολογίζει µία συνάρτηση

t : Σ∗ × Σ∗ → Σ∗. Για κάθε τέτοια ΜΤ υπάρχει µία άλλη ΜΤ R, που κάνει ότι ακριβώς κάνει

η t, όταν αυτή εφαρµόζεται σε µία κωδικοποίηση του εαυτού της. Η νέα αυτή ΜΤ, έστω R ϑα

υπολογίζει τη συνάρτηση r : Σ∗ → Σ∗:

r(w) = t (< R >,w)

για οποιοδήποτε w ∈ Σ∗.

Αυτό λοιπόν που µας λέει το Θεώρηµα της Αναδροµής είναι ότι στον ψευδοκώδικα µιας ΜΤ

µπορούµε ϐάσιµα να συµπεριλάβουµε µία εντολή < SELF >, η οποία ϑα επιστρέφει µία

κωδικοποίηση της ίδιας ΜΤ ως συµβολοσειρά.

Εφόσον λοιπόν υποστηρίζεται από την ψευδογλώσσα αυτή η δυνατότητα, το πρόγραµµα

quine, που µελετήσαµε ϑα µπορούσε να γραφεί µε τον εξής απλό τρόπο:

x←< SELF >

PRINTx

που σύµφωνα µε το Θεώρηµα της Αναδροµής είναι µία καθόλα έγκυρη περιγραφή ΜΤ.

Το Θεώρηµα της Αναδροµής έχει διατυπωθεί επίσης και σε µία άλλη µορφή, που αναφέρεται

σε σταθερό σηµείο µιας συνάρτησης.

Ορισµός Εʹ.4.1. Σταθερό σηµείο συνάρτησης. ΄Ενα σταθερό σηµείο για µία συνάρτηση εί-

ναι κάποια τιµή, που παραµένει αµετάβλητη όταν έχουµε επαναλαµβανόµενη εφαρµογή της

συνάρτησης για την τιµή αυτή.

Παράδειγµα Εʹ.4.1. Σταθερό σηµείο συνάρτησης. Θεωρήστε τη συνάρτηση f , που ορίζεται

από τον πίνακα:
x 1 2 3 4 5 6

f(x) 5 4 6 4 2 4

και απεικονίζεται στο γράφηµα του Σχήµατος Εʹ.16 Η τιµή 4 είναι ένα σταθερό σηµείο της

συνάρτησης f .

Το Θεώρηµα Αναδροµής Σταθερού Σηµείου αναφέρεται σε υπολογίσιµες συναρτήσεις, που

ορίζονται και παίρνουν τιµές στο σύνολο των συµβολοσειρών, που κωδικοποιούν ΜΤ. Κάθε

συνάρτηση της οποίας το πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών είναι το ίδιο σύνολο λέγεται

µετασχηµατισµός. Το ϑεώρηµα λέει ότι για οποιονδήποτε µετασχηµατισµό κωδικοποιήσεων

ΜΤ υπάρχει πάντα µία ΜΤ, που παραµένει αναλλοίωτη από το µετασχηµατισµό.
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Σχήµα Εʹ.16: Συνάρτηση µε σταθερό σηµείο

Θεώρηµα Εʹ.4.2. Θεώρηµα Αναδροµής Σταθερού Σηµείου. ΄Εστω µία ΜΤ T , που υπολογίζει

µία συνάρτηση t : Σ∗ × Σ∗ → Σ∗. Υπάρχει µία κατάλληλη ΜΤ F , τέτοια ώστε η t (< F >)

να είναι ισοδύναµη µε την F .



Κεφάλαιο Ϛʹ

Επίλογος

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία τονίσαµε ότι ούτε τα πεπερασµένα αυτόµατα, ούτε τα

αυτόµατα στοίβας µπορούν να ϑεωρηθούν γενικά µοντέλα υπολογισµού, αφού δεν µπορούν

να αναγνωρίσουν γλώσσες όπως την {anbncn : n ≥ 0}. Τα πεπερασµένα αυτόµατα µπορούν

να ¨θυµούνται¨ µόνο ένα πεπερασµένο ποσό πληροφορίας, ενώ τα αυτόµατα στοίβας µπο-

ϱούν να επεξεργαστούν την πληροφορία σύµφωνα µε τους κανόνες που καθορίζουν τη δοµή

του σωρού.

Ο ΄Αγγλος µαθηµατικός, ο Alan Turing προσπάθησε να ορίσει µια µηχανή που να αποτελεί

ένα ¨µοντέλο υπολογισµού¨. Το πρότυπό του ήταν ένας ¨ανθρώπινος υπολογιστής¨, δηλα-

δή ένας άνθρωπος µε µολύβι και χαρτί που προσπαθεί να λύσει ένα πρόβληµα µε κάποιο

συστηµατικό τρόπο. Ο Turing εντοπίζοντας τα στοιχειώδη ϐήµατα που απαιτούσε η διαδικα-

σία της επίλυσης από τον άνθρωπο, προσπάθησε να ορίσει µια µηχανή που ϑα ήταν ικανή

να λειτουργήσει µε παρόµοιο τρόπο. ΄Ηθελε έτσι να καταλήξει στο συµπέρασµα ότι κάθε

αλγοριθµική διαδιακασία ϑα µπορούσε να εκτελεστεί και από µια µηχανή µε ένα ϐασικό

ϱεπερτόριο εντολών.

Οι στοιχειώδεις λειτουργίες ενός υπολογισµού από έναν άνθρωπο σύµφωνα µε τον Turing

είναι η εξέταση κάποιου συµβόλου, η αντικατάστασή του µε κάποιο άλλο και η µεταβίβαση

της προσοχής σε κάποιο άλλο σηµείο του χαρτιού. ΄Ολα αυτά όµως µε την προυπόθεση ότι

η επιλογή µεταξύ αυτών των λειτουργιών εξαρτάται από το τρέχον σύµβολο και την προηγού-

µενη κατάσταση στην οποία είχε περιέλθει ο ¨ανθρώπινος υπολογιστής¨.

΄Ετσι η µηχανή που προτάθηκε από τον Turing αποτελούταν αρχικά από ένα πεπερασµένο

σύνολο καταστάσεων, όπως ακριβώς τα πεπερασµένα αυτόµατα και τα αυτόµατα στοίβας. Η

µηχανή µπορούσε να διαβάζει και να γράφει ένα σύµβολο, όχι όµως σε ένα κοµµάτι χαρτί,

αλλά σε µια ταινία που ήταν χωρισµένη σε τετράγωνα και εκτεινόταν στο άπειρο απ•το ένα

άκρο. Η διαδικασία της ανάγνωσης γινόταν µε µια κεφαλή, η οποία µπορούσε να κινηθεί
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αριστερά ή δεξιά και κάθε στιγµή άλλαζε τα περιεχόµενα ενός µόνο τετραγώνου. Η απόφαση

της µετακίνησης εξαρτιόταν από το σύµβολο κάτω από την κεφαλή και από την αντικατάστα-

ση που ϐρισκόταν η µηχανή. Η είσοδος στη µηχανή δινόταν γράφοντας τη συµβολοσειρά

πάνω στην ταινία, η οποία χρησίµευε επίσης ως µνήµη για την εκτέλεση επιµέρους υπολο-

γισµών αλλά και ως έξοδος, αφού πάνω σ΄ αυτή µπορούσε να γραφεί µια απάντηση στο τέλος

του υπολογισµού.

Τι είναι αυτό ακριβώς που µας κάνει να πιστεύουµε ότι µια τέτοια µηχανή ϑα µπορούσε να

αποτελεί ένα γενικό µοντέλο υπολογισµού ; Η απάντηση είναι ότι οποιαδήποτε επέκταση της

ϐασικής µηχανής δε ϕαίνεται να προσθέτει σε ϋπολογιστική ισχύ¨, αλλά είναι ισοδύναµη µε

την αρχική. Φυσικά, όλες οι επεκτάσεις ϑα πρέπει να κινούνται στο ίδιο κλίµα, δηλαδή οι

λειτουργίες της µηχανής ϑα πρέπει να µπορούν να εκτελεστούν µόνο µε ένα πεπερασµένο

πόσο δουλειάς σε κάθε ϐήµα. Αν επιτρέπαµε τη δυνατότητα η µηχανή µας να µπορεί να

απαντήσει άπειρες ερωτήσεις σ΄ ένα µόνο ϐήµα , τότε τα µοντέλα δεν ϑα ηταν ίδια.

Ορίσαµε τον υπολογισµό ως κάτι που µπορεί να εκτελεστεί από µια τέτοια µηχανή. µελετώ-

ντας τις δυνατότητες των µηχανών αυτών µπορούµε να καταλάβουµε καλύτερα την έννοια του

υπολογισµού και γενικότερα τι µπορεί να επιλυθεί από οποιαδήποτε αλγοριθµική διαδικα-

σία. Τονίσαµε ότι υπάρχουν πρόβληµατα που µπορούν να λυθούν όσο δύσκολο και να είναι

κάτι τέτοιο, αλλά δυστυχώς δεν έχουν όλα τα προβλήµατα λύσεις. Υπάρχουν προβλήµατα,

των οποίων οι λύσεις ϑα ήταν εξαιρετικά χρήσιµες, τα οποία όµως δεν µπορούν να λυθούν

από καµία µηχανή Turing και άρα από οποιαδήποτε αλγοριθµική διαδιακασία.



Παράρτημα Α΄

Σχεδίαση και Προσοµοίωση Αυτοµάτων µε χρήση του JFLAP Για την σχεδίαση και την προ-

σοµοίωση των αυτοµάτων που περιγράψαµε στα διάφορα παραδείγµατα χρησιµοποιήσαµε

ένα διαδραστικό εκπαιδευτικό λογισµικό το JFLAP (Java Formal Languages and Automata

Package). Το λογισµικό αυτό είναι γραµµένο σε Java και χρησιµεύει στην προσοµοίωση µε

ϑέµατα στον τοµέα των Επιστηµών Πληροφορικής και της Θεωρίας των Αυτοµάτων.

Σχεδίαση και Προσοµοίωση Πεπερασµένων Αυτοµάτων µε χρήση

του JFLAP

Στο Σχήµα Γʹ.1 σχεδιάσαµε ένα απλό πεπερασµένο αυτόµατο που αποδέχεται συµβολοσειρές

από 0 και 1, που τελειώνουν σε 00.

Στο λογισµικό του JFLAP επιλέγουµε από το µενού Finite Automaton. Η επιλογή αυτή ανοί-

Σχήµα ʹ.17: JFLAP menu

γει ένα νέο παράθυρο για τον σχεδιασµό του πεπερασµένου αυτόµατου. Παρατηρούµε ότι ο

editor είναι χωρισµένος σε δύο περιοχές. Στην µια ϐρίσκονται τα εργαλεία µε τις επιλογες

δηµιουργίας καταστάσεων και µεταβάσεων, καθώς και διαγραφής ή αναίρεσης πράξης. Στην

άλλη υπάρχει ένας καθαρός ¨καµβάς¨ όπου µπορούµε να σχεδιάσουµε το αυτόµατο.

∆ηµιουργούµε τις καταστάσεις και καθορίζουµε ποιά είναι η αρχική και τελική κατάσταση

µε δεξί κλικ πάνω στην κατάσταση που µας ενδιαφέρει. ΄Επειτα δηµιουργούµε τις µετα-

ϐάσεις µε την ϐοήθεια της κατάλληλης εντολής από τα εργαλεία. Σηµειώνουµε ότι το κενό

συµβολίζεται µε λ. Και τελικά έχουµε το πεπερασµένο αυτόµατο του Σχήµατος Γʹ.1. ΄Επει-
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Σχήµα ʹ.18: Παράθυρο JFLAP για Πεπερασµένο Αυτόµατο

Σχήµα ʹ.19: Καθορισµός αρχικής κατάστασης στο JFLAP για Πεπερασµένο Αυτόµατο

τα για τον έλεγχο του σχεδιασµού του Πεπερασµένου Αυτόµατου που σχεδιάσαµε µπορούµε

να εισάγουµε συµβολοσειρές και να ¨τρέξουµε¨ το αυτόµατο για να δούµε την απόδοχη ή

την απόρριψη των συµβολοσειρών. Ενώ µε τον τρόπο αυτόν γενικά µπορούµε να ελέγξουµε

οποιαδήποτε συµβολοσειρά αν είναι αποδεκτή ή όχι από το Πεπερασµένο Αυτόµατο. Στην

πράξη επιλέγουµε την εντολή "Multiple Run" από την καρτέλα "Input" στην γραµµή του µε-

νού του λογισµικού. Τότε ο καµβάς χωρίζεται σε δύο περιοχές. Η νέα περιοχή έχει εισόδους

για τις συµβολοσειρές που ϑέλουµε να ελέγξουµε πατώντας την εντολή "Run Inputs". Τελικά

έχουµε το αποτέλεσµα δίπλα στις συµβολοσειρές ως "Accept" ή "Reject".



Σχήµα ʹ.20: Καθορισµός τελικής κατάστασης στο JFLAP για Πεπερασµένο Αυτόµατο

Σχήµα ʹ.21: ∆ηµιουργία µεταβάσης στο JFLAP για Πεπερασµένο Αυτόµατο

Σχεδίαση και Προσοµοίωση Αυτοµάτων Στοίβας µε χρήση του

JFLAP

Για τον σχεδιασµό ενός αυτόµατου στοίβας επιλέγουµε την εντολή Pushdown Automato από

το µενού του JFLAP. ΄Οπως και στα πεπερασµένα αυτόµατα έτσι και εδώ εµφανίζεται ένα

παράθυρο µε τα εργαλεία και τον καµβά που µπορούµε να σχεδιάσουµε. Στο Σχήµα Γʹ.2

ϕαίνεται ένα αυτόµατο στοίβας που αποδέχεται τη γλώσσα L1 = {anbn : n ≥ 0}. Σε κάθε

συµβολοσειρά της γλώσσας αυτής προηγούνται όλα τα a και ο αριθµός των a είναι ίσος µε

τον αριθµό των b, που έπονται. ΄Ετσι σχεδιάζουµε το αυτόµατο στοίβας όπως ϕαίνεται ΄Οπως

παρατηρούµε στις επιγραφές της µορφής x, y; z το αυτόµατο στοίβας διαβάζει ένα x και εξάγει

ένα y από τη στοίβα και στη συνέχεια αφαιρεί ένα y από τη στοίβα και ϐάζει σε αυτήν ένα

z. Αν στο τέλος έχει διαβαστεί και ο τελευταίος χαρακτήρας της συµβολοσειράς και η στοίβα

έχει αδειάσει, ενώ το αυτόµατο ϐρίσκεται σε µια τελική κατάσταση τότε η συµβολοσειρά
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Σχήµα ʹ.22: ∆ηµιουργία µεταβάσης στο JFLAP για Πεπερασµένο Αυτόµατο

Σχήµα ʹ.23: ∆ηµιουργία µεταβάσης στο JFLAP για Πεπερασµένο Αυτόµατο

γίνεται δεκτή. Σε κάθε άλλη περίπτωση η συµβολοσειρά απορρίπτεται. Εξίσου µπορούµε

να εισάγουµε οποιαδήποτε συµβολοσειρά και να ελέγξουµε αν είναι αποδεκτή ή όχι από το

αυτόµατο στοίβας που σχεδιάσαµε.

Σχεδίαση και Προσοµοίωση µηχανών Turing µε χρήση του JFLAP

Για τον σχεδιασµό µιας µηχανής Turing επιλέγουµε την εντολή Turing Machine από το µενού

του JFLAP. ΄Οπως και στα άλλα αυτόµατα έτσι κ εδώ σχεδιάζουµε µια µηχανή Turing που

όπως ϕαίνεται στο Σχήµα Γʹ.4 αποδέχεται την γλώσσα {anbncn : n ≥ 0}. Εξίσου µπορούµε

να εισάγουµε οποιαδήποτε συµβολοσειρά και να ελέγξουµε αν είναι αποδεκτή ή όχι από τη

µηχανή Turing που σχεδιάσαµε.
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Σχήµα ʹ.24: ΄Ενα απλό Πεπερασµένο Αυτόµατο στο JFLAP

Σχήµα ʹ.25: ΄Ενα απλό Πεπερασµένο Αυτόµατο στο JFLAP

Σχεδίαση και Προσοµοίωση Μη Ντετερµινιστικών Πεπερασµέ-

νων Αυτοµάτων µε χρήση του JFLAP

Στο Σχήµα Γʹ.6 σχεδιάσαµε ένα µη ντετερµινιστικό αυτόµατο µε δύο µεταβάσεις µε 0 από

την q0. Από το µενού στις επιλογές "Test" από το µενού µπορούµε να επιλέξουµε την εντολή

"Highlight Nondeterminism" και τότε ϕαίνεται να ¨φωτίζονται¨ οι καταστάσεις q1, q2 οι οποίες

αποτελούν τις µη ντετερµινιστικές καταστάσεις, από την κατάσταση q0 οι µη ντετερµινιστικές

καταστάσεις είναι και οι δύο καταστάσεις µετάβασης. ΄Επειτα µπορούµε µε την επιλογή

της εντολής "Step by State" να δούµε αναλυτικά σε ποιά κατάσταση ϐρίσκεται το αυτόµατο

για τον έλεγχο µιας συµβολοσειράς. Παραθέτουµε µια εικόνα που ϕαίνεται το αυτόµατο να

διαβάζει τον δεύτερο χαρακτήρα µιας συµβολοσειράς και να ϐρίσκεται σε δύο καταστάσεις

¨ταυτόχρονα¨.
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Σχήµα ʹ.26: ΄Ελεγχος Συµβολοσειρών σε ένα απλό Πεπερασµένο Αυτόµατο στο JFLAP

Σχήµα ʹ.27: Αποτέλεσµα ελέγχου Συµβολοσειρών σε ένα απλό Πεπερασµένο Αυτόµατο στο

JFLAP

Σχήµα ʹ.28: Σχεδιασµός ενός απλού αυτόµατου στοίβας στο JFLAP
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Σχήµα ʹ.29: Τελικός Σχεδιασµός ενός απλού αυτόµατου στοίβας στο JFLAP

Σχήµα ʹ.30: ΄Ελεγχος συµβολοσειρών για ένα απλό αυτόµατο στοίβας στο JFLAP



ΚΕΦΑΛΑΙΟ ʹ. ΕΠΙΛΟΓΟΣ 94

Σχήµα ʹ.31: Σχεδιασµός µιας µηχανής Turing στο JFLAP

Σχήµα ʹ.32: ΄Ελεγχος Συµβολοσειρών µιας µηχανής Turing στο JFLAP
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Σχήµα ʹ.33: ΄Ελεγχος Μη Ντετερµινιστικών καταστάσεων ενός αυτοµάτου στο JFLAP

Σχήµα ʹ.34: Μεταβάσεις ενός αυτοµάτου στο JFLAP
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